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Teoria Liczb Rzeczywistych

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

http://denisjuk. euh-e. edu.pl/
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Zbiory Liczbowe

°* N={1,2,...} — zbior liczb naturalnych,
* 7 — zbior liczb catkowitych,

* Q — zbidr liczb wymiernych,

* R — zbior liczb rzeczywistych.
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Liczby wymierne

* m
.Q—{g m,nEZ,n#O},
o M1 ma _
e ~ g < Mmin2 = Mmsaony,

* Q=0Q"/ ~

* (Q jest ciatem utamkow ciata Z.
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Dodawanie liczb wymiernych

Definicja 1.
I R i M1 N2 +N11M2
1 o n1Mo

Wiasno Sci dodawania

* Vr,y € Q x+y=1y+ z (przemiennosc dodawania),
* Vr,y,2€Q (r+y)+2z=1x+(y+2) (lacznos¢ dodawania),

° |stnieje liczba 0 € Q,takazeVr e Q z+0=04+z==x
(liczba neutralna),

* Yz € Qistnieje liczba przeciwna (—x) € Q, taka ze
r+ (—z)=(—x)+x=0.
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Mnozenie liczb wymiernych

Definicja 2.
my M2 __ MiMma
ni ng  NiN2

Wiasno Sci mnhozenia

°* Vr,y € Q xy = yx (przemiennoSC mnozenia),
°* Vr,y,z€ Q (xy)z = x(yz) (lgcznoSc mnozenia),
° |stnieje liczbal € Q,takazeVr e Q 1-z=z-1=u=x.

*Vr,y,2€Q xz(y+z2)=xzy+axzoraz (r+y)z=xz+yz
(rozdzielnoS§¢ mnozenia wzgledem dodawania),

e VxeQ, x#0 3Jx~! e Q (element odwrotny) taki ze

-z l=g1.2=1
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Porownywanie liczb wymiernych

Definicja 3.

(m1n2 < Mmoniining > O)
mi m2

— < — <— albo
ni T2 _
(m1n2 > moniining < O)

Wiasno sci relacji uporz  adkowania

®* a>b=a+c>b+c,
® a>0b,c>0= ac> bc.
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Aksjomat Archimedesa

Twierdzenie 4. Dla dowolnej liczby a € QQ jedynke (1) mozna powtérzy¢ tyle
razy, ze suma zostanie wieksza od a.

* NieograniczonosSc zbioru liczb wymiernych.

* Dowolny odcinek jest krotszy od pewnej wielokrotnoSci
kazdego innego odcinka.
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Podstawowe wiasnoci liczb wymiernych

* Dowolna wiasnhosc liczb wymiernych jest wnioskiem
16 podstawowych.

Przyktad 5. Niecha > borazc > d. Wtedya + ¢ > b + d.
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Niezupetnosc zbioru liczb wymiernych

Twierdzenie 6.

V2#Q

Dowad. ® Zalozmy, ze

m .
V2 = — (utamek nieskracalny).
n

° Wtedy m? = 2n? czyli m jest liczba parzysta, m = 2m;.

® Podstawiajgc do (1), otrzymamy po skroceniu

czyli n tez jest liczba parzysta.

® SprzecznosC.

(1)
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Niezupetnosc zbioru liczb wymiernych

|
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Niezupetnosc zbioru liczb wymiernych

|
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Liczby rzeczywiste

* Zbior R jest uzupetnieniem zbioru Q:
° jest polem wzgledem dodawania i mnozenia,
o okreslona relacja mniejszocsi,
© spetniony jest aksjomat Archimedesa,
o gpetniony jest aksjomat ciggtoSci

Aksjomat ci agto Sci

Aksjomat 7. Niech zbior R bedzie podzielony na dwa niepuste podzbiory A
i B: R = A U B w ten sposob, ze kazda liczba A jest mniejsza od kazdej
liczby B, to wéwczas zachodzi jedna z dwoch mozliwosci: albo w zbiorze A
istnieje najwiekszy element, albo w zbiorze B istnieje najmniejszy element.
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Liczby rzeczywiste. Sposob konstruktywny

°* a=ag,a1az2as..., a; €{0,1,2,...,9}dlai >0,
® ag,a1a2a3...a,000... = ag,a1a2as...(a, —1)999...
® (0,5000...=0,4999...
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Kresy zbioru

* Niech A bedzie podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych,
A CR.

Definicja 8. Zbior A jest ograniczonycm z goéry (z dotu), jezeli istnieje liczba
M € R, takaze Vo € A = x < M (wzglednie x > M). Zbiér,
ograniczony z dotu i z gory nazywa sie ograniczonym.

Definicja 9. Element M € A nazywa sie maksymalnym (minimalnym), jezeli
Vee A=< M@ >M): M =maxA @minA).

Definicja 10. Najmniejsza z liczb M € R, takichze Vo € A = x < M,
jest gornym kresem zbioru A: M = sup A.

Definicja 11. Najwieksza z liczb M € R, takichze Vo € A = x > M, jest
dolnym kresem zbioru A: M = inf A.
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Kresy zbioru. twierdzenie

Twierdzenie 12. Niepusty zbior ograniczony z gory (z dotu) ma gorny (dolny)
kres.

Dowad. ® Rozwazamy zbior ograniczony z gory.

® Okreslimy dwa podzbiory R: A1 = {y e R |Vzx € A,z <y}
iAo ={zeR|dx e A,z >z}.

® A, jest dopetnieniem As.
® A jest niepustym.
® A, jest niepustym.

* Yy € A1, Vz € Ay spehia sie nierébwnosc z < y, poniewaz dx € A,
z<zxix <y.
® Za moca aksjomatu ciagtosci istnieje albo najmniejszy element A1, albo

najwiekszy element As.
—verte—
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Kresy zbioru, cd

Dowad. cd. * A5 nie ma najwiekszego elementu.

®* Awiec min A; = sup A.

Przyktad 13. Niech A = {1/n |n € N} C R. Wtedy:
* supA =1,
* inf A=0,
* max A =1,

®* min A nie istnieje.

|
Matematyka — p. 17



Wartosc bezwzgledna

Definicja 14.

—x, <0

x:{x, x =0

Twierdzenie 15. 1. |ab| = |a] - |b],
2. |a+b] < a| + |b|.

Dowadd.
—la] < a < a|, —[b] <b < [b] = —(la|+1]b]) < a+b < (Ja]+]b]) O
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Podzbiory IR

Definicja 16.  ® zbior{x € R | a < x < b}, gdzie a < b, nazywa sig
przedziatem domknietym, oznacza sig przez |a, b]. Punkty a i b — to sa
kresy albo kohce przedzialu, a dowolna liczba x, a < x < b jest
punktem wewnetrznym przedziatu.

® zhior{x € R|a < x < b}, gdzie a < b, nazywa sie przedziatem
otwartym, oznacza sie przez (a, b).

e zhior{rceR|a<x<b}{zreR|a<z<b}) nazywa sie
przedziatem poétotwartym, oznacza sie przez |a, b) (wzglednie (a, b]).

® Zbiér R oznaczamy przez (—oo, —|—oo), nazywamy rowniez prosta.
Jezeli x < y, to méwimy, ze x jest po lewej od v, Y jest po prawej od x.

°* zbior{r e R|a<x}{xeR|x<b}) nazywa sie potprosta,
oznacza sie przez |a, +00) (wzglednie (—oo, b)).

°* zbhisr{r e R|a<x}{x€R|x<b}) nazywa sie pétprosta
otwarta, oznacza sie przez (a, +00) (wzglednie (—oo, b)).

|
Matematyka — p. 19



Otoczenia punktu

Definicja 17.  ® Przedziat (a — €, a + €) (gdzie € > 0) jest e-otoczeniem
punktu a.

® Dowolny przedziat otwarty, zawierajgcy punkt a jest otoczeniem
punktu a.

® Przedziat (a — €a) U (a, a + ¢) (gdzie € > 0) jest e-sasiedztwem
punktu a.

¢ Dowolny przedziat otwarty, zawierajgcy punkt a z wytgczeniem jego
samego jest sgsiedztwem punktu a.

® Przedziat (a — €, a) (gdzie € > 0) jest lewym otoczeniem punktu a.

® Przedziat (a, a + 5) (gdzie € > 0) jest prawym otoczeniem punktu a.
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Otoczenie nieskohczonoSci

Definicja 18.  ® zbior{xz € R | A < |z|}, gdzie A > 0, nazywa sie
otoczeniem nieskonczonosci (00).

® zbior {z € R| A < z }, gdzie A > 0, nazywa sie otoczeniem plus
nieskohczonosci (4-00).

® zhior{x € R |z < —A}, gdzie A > 0, nazywa sie otoczeniem
minus nieskonczonosSci (— o).

Uwaga 19. Przedziat nazywa sie rowniez odcinkiem. Zamiast nawiasow
kwadratowych | | uzywa sie rowniez nawiaséw katowych: ().

|
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