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Pojecie funkgji

Definicja 1. Jezeli kazdemu elementowi zbioru X jest przyporzadkowany
element zbioru Y, wéwczas okreslona jest funkcja f : X — Y,

x — y = f(x). Zbior X nazywa sig dziedzing funkcji. Zbior Y nazywa sig
zbiorem wartosSci (przeciwdziedzing) funkcji.

Przyklady

Przyktad 2. ® Cigg rzeczywisty jest funkcjg N — R, n — ay
* 22 R— R, z+— z°
* /i[0,+0) 2R, z—x

® kurs walut
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Definicja Heinego

Niech dana bedzie funkcja f(z) okreSlona w sasiedztwie
punktu a.
Definicja 3. Liczba b nazywa sie granica funkcji y = f(a:) w punkcie a, jezeli
dla dowolnego ciggu { Qnp, } zbieznego do a i takiego, ze a,, # a dla
n=1,2,3... ciag { f(an) } jest zbiezny do b. Oznaczenie:

lim f(x) =b lub f(x) — b.

r—ra r—ra
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Definicja Cauchy’ego

Definicja 4. Liczba b nazywa sie granica funkcji y = f(a:) w punkcie a, jezeli
dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ > 0 istnieje liczba 0 > 0, taka ze
Ve:0<|z—al|<d=|f(x)—b| <e.

Definicja 5. Liczba b nazywa sie granica funkcji y = f(a:) w punkcie a, jezeli
dla dowolnego otoczenia V' punktu b istnieje takie sgsiedztwo U punktu a
i.e.U=(a—0d,a)U(a,a+9)),ze f(U)CV.

Uwaga 6. Funkcja f(:z:) moze nie byc okreSlona w punkcie a.
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RoéwnowaznoSc dwoch definicii

Twierdzenie 7. Definicje 3 i 4 sg robwnowazne.

Dowod. o —
0=

Przyktad 8. 1. f(x) =c
2. f(z)==
1, z€Q

3. Funkcja Dirichleta D(x) = {
0, ¢ Q
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Granice jednostronne

Definicja 9 (Heine). Liczba b jest prawostronng (lewostronng) granica funkcji
f(x) w punkcie a, jezeli dla dowolnego ciagu { a,, } o wyrazach wigkszych
(mniejszych) od a i zbieznego do a ciag { f(a,) } jest zbieznym do b.
Oznaczenie:

lim f(:z;)zb(lim f(:z:):b) u  f(z) — b(f(:z:) - b).

r—a-+ r—a— r—a-+ r—a—

Definicja 10 (Cauchy). Liczba b jest prawostronng (lewostronna) granica
funkciji f(:z:) w punkcie a, jezeli dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje
liczbad > 0,takazeVr:a<x —a+0 = |f(x) —b| <e
Vr:a—9d0<z<a=|f(zx)—0b <o).

Definicja 11 (Cauchy). Liczba b nazywa sie prawostronng (lewostronna)
granica funkcji y = f(a:) w punkcie a, jezeli dla dowolnego otoczenia V'
punktu b istnieje takie prawe (lewe) sasiedztwo U punktu a (i. e.

U = (a,a+ ¢), odpowiednio U = (a — d,a)),ze f(U) C V.
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RoéwnowaznosSc definicji

Twierdzenie 12. Definicje 91 10 sg rownowazne.
(

I, x>0
Przyktad 13. sign(z) =<0, x=0
-1, z<0
1. lim signz =1,
x—0+4
2. lim signx = —1.
z—0—

Twierdzenie 14. f(:z:) ma granice w punkcie a <— istniejg i sg rowne sobie
granice lewostronna i prawostronna.
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Granice w otoczeniu nieskonczonosci

Definicja 15 (Heine). Liczba b jest granica funkcji f(x) przy x — 00, jezell
dla dowolnego nieskonczenie duzego ciagu { a,, } ciag { f(ay) } jest
zbieznym do b. Oznaczenie:

lim f(x)=b lub f(x) — b.
T—> 0O T—> 00
Definicja 16 (Cauchy). Liczba b jest granica funkcji f(a:) przy x — o<, jezel
dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje liczba A > 0, taka ze
Ve :lz| > A= |f(x) — bl <e.
Definicja 17 (Cauchy). Liczba b nazywa sie granica funkciji f(:z:) przy
xr — 00, jezeli dla dowolnego otoczenia V' punktu b istnieje takie otoczenie
nieskonczonosci U, ze f(U) C V.
Twierdzenie 18. Definicje 151 16 sg rownowazne.
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Jednostronne granice w otoczeniu nieskonczonosci

Definicja 19 (Heine). Liczba b jest granica funkcji f(x) przy x — 400, jezeli
dla dowolnego nieskohczenie duzego ciggu { Qnp, } 0 wyrazach dodatnich
(uiemnych) ciag { f(ay) } jest zbieznym do b. Oznaczenie:

lim f(x)=0b0 Ilub f(x) — b.

r—+o0 r—+o00

Definicja 20 (Cauchy). Liczba b jest granica funkcji f(a:) przy x — =00,
jezeli dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje liczba A > 0, taka ze
Va : x > A(odpowiedno x < —A) = |f(z) —b| < &.

Definicja 21 (Cauchy). Liczba b nazywa sie granica funkcji f(x) przy

xr — £00, jezeli dla dowolnego otoczenia V' punktu b istnieje takie otoczenie
plus nieskonczonosSci (odpowienio minus nieskonczonosci) U, ze f(U) cV.

Twierdzenie 22. Definicje 19 i 20 sg rownowazne.
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Przyktady

Przyktad 23. ° lim L =0,

—r0o0

I : _
xgrilw81gn(x) 1,

°* lim sign(x)= —1.
T—r—00
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Kryterium Cauchy’ego

Twierdzenie 24. Funkcja f(x) ma w punkcie a granice <=
Ve >0 do > 0, takie ze
Vei, 201 |vy —al <6, |z —a| <d = |f(x1) — f(z2)]| < e.
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Dziatania a granicy

Twierdzenie 25. Przy zatozeniu, ze granice lim f(x) i lim g(x) istnieja,
majg miejsce wzory:

° lim(f(z ) (:c)) = lim f(z) + lim g(x),
° lim( (z)) = lim f(z) - lim g(z),
m f(z

hmg( ; oile lim g(x) # 0,

* f(z) < g(z) = lim f(z) < lim g(z),

°* f(x) < h(x) <g(x)ilim f(z) =limg(zr) = limh(x) =
lim f(z) = lim g(x).

Dowdd. Wynika z wkasciwosci zbieznych ciggow. ]
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WhiosKki

Whniosek 26.  ® Niech P(x) bedzie wielomianem. Wtedy
lim P(x) = P(a).

r—raQ

® Niech R(x) = QE % edzie funkcja wymierna, przy czym @ (a) # 0.
Wtedy lim R(x) = R(a).

r—a
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Funkcje nieskonczenie mate

Definicja 27. Funkcja () nazywa sie nieskonczenie matg przy x — a,

jezeli lim a(x) = 0. Oznaczenie: a(x) = o(1) przy z — a.
r—ra

Przyktad 28. ® (x —a)"” = o(1) przy x — a.
® Jezeli lim = b, to funkcja f(x) = b+ o(1) przy x — a.
Tr—ra
Uwaga 29. W definicji 27 moze by¢c * — a=*, x — 00, * — F00.
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Funkcje nieskonczenie duze

Definicja 30 (Heine). Funkcja f(x) nazywa sie nieskonczenie duzg przy
T — a, jezeli dla dowolnego ciggu { Qn, } o wyrazach roznych od a cigg
wartosci funkeji { f(ay,) } jest nieskonczenie duzym. Oznaczenie:

}:13% f(x) = oo.

Definicja 31 (Cauchy). Funkcja f(a:) nazywa sie nieskonczenie duza przy
T — a, jezeli dla dowolnej liczby N > 0 istnieje takie 0 > 0, ze

Ve :|lx—a| <d=|f(x) > A.

Definicja 32 (Cauchy). Funkcja f(x) nazywa sie nieskonczenie duzg przy
T — a, jezeli dla dowolnego otoczenia nieskonczonosci V' istnieje takie
sagsiedzstwo U punktu a, ze f(U) C V.

Twierdzenie 33. Definicje 30 i 31 sg rownowazne.
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Funkcje nieskonczenie duze. Cd

* lim f(z) = +o00
r—raQ

o |j _
a:l—lgl:l:f(aj) >

o ; —
i, 1(0) = o

o i =
oo T () = 00

°* lim f(x) =+o00
—r0o0

° : —
o T (7) = 0

° : _

Przyktad 34. o liI(I)l % = —09,
r—0—

lim L= + 0.
x—0+ £
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Rzad funkcji

Definicja 35. Niech dane beda () i B(x) — dwie funkcje okreslone
przy xr — a. \Wowczas

* a(x) = o(B(x)) przy x — a, jezeli istnieje taka nieskonczenie mata
przy x — a funkcjae(x), ze |a(z)| < e(x)|B(x)| przy z — a.

°* a(x) = O(B(x)) przy x — a, jezeli istnieje taka stata C' € R, ze
la(x)| < C|B(z)| przy x — a.

* a(x) ~ B(x) przy x — a, jezeli przy x — a jednocze$nie
a(z) = O(B(2))iB(x) = O(a(z)).

Uwaga 36. W definicji 35 moze by¢c * — a=+, x — 00, x — F00.
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Rzad funkcji. Cd

Twierdzenie 37.  ® Jezeli lim 5596; 0,to a(z) = o(B(x)) przy
r—a
T — a.

* Jezeliistnieje lim BE g C,toa(x) = O(B(x)) przy x — a.

Tr—ra
Przykiad 38. e 3 — x> ~23przyx — 0,

@ iw%przyx—>+oo,

r—1

* V1—-22=0(v1—x)przyx — 1—.
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Asymptoty pionowe

Definicja 39. Prosta x = a jest

1. (obustronng) pionowa asymptota funkcji f(x), jezeli lim f(x) = oo

T—rIo

2. lewostronng pionowa asymptota funkcji f(x), jezeli lim f(x) = oo
E—7Tg—

3. prawostronng pionowa asymptota funkcji f(x), jezell lim+ f(x) =00
T—>XTo
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Asymptoty poziome

Definicja 40. Prostay = b jest

1. (obustronng) pozioma asymptota funkcji f(x), jezeli lim f(x) = b
T—r OO

2. lewostronna pozioma asymptota funkcji f(x), jezeli lim f(x) =b
T—r— OO

3. prawostronng pozioma asymptota funkcji f(x), jezeli lim f(z) = b
= o0
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Asymptoty ukosne

Definicja 41. Prostay = ax + b jest

1. (obustronng) ukosna asymptota funkcji f(x), jezell
lim (f(z) — (az +b)) =0 < f(z) =az+ b+ o(1)

—r00
2. lewostronng ukosng asymptotg funkcji f(:z:) jezel
lim (f(z) = (ax +b)) =0 < f(z) =az+b+o(1)

T—r—00

3. prawostronng ukoSng asymptota funkciji f(:z:) jezel
lim (f(z)— (ax +b)) =0 < f(z) =az+b+ o(1)

T——+00
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