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Funkcje ciggte

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

http://denisjuk. euh-e. edu.pl/
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Definicja funkcji ciagte]

Niech dana bedzie funkcja f(z), okreSlona w otoczeniu
punktu a.

Definicja 1. Funkcja f(x) nazywa sie ciagta w punkcie a, jezell
lim f(x) = f(a). Jezeli f(x) jest ciagta w kazdym punkcie zbioru X, to
r—ra

méwimy wowczas, ze [ jest ciggta na zbiorze X .
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Wiasnosci lokalne funkciji ciggtych

Twierdzenie 2. Niech dane beda funkcje f(x) i g(x), ciagte w punkcie a.
Wtedy funkcje f & g, f - g oraz % (ostatnia przy zatozeniu g(a) = () sa
ciagte w punkcie a.

Whniosek 3. 1. Stafa funkcja jest ciggta.

2. f(x) = x jest funkcja ciagta.

3. Wielomian jest funkcja ciagta.

4. Niech R(z) = % bedzie funkcja wymierna, przy czym Q(x) # 0 na

przedziale |a, b]. Wtedy R(x) jest funkcja ciagta na przedziale |a, b|.
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Wiasnosci lokalne funkcji ciggtych, cd

Definicja 4. Funkcja f : X — R nazywa sie ograniczong z géry (z dotu),
jezeli dM € R (m € R), takie Vo € X spetnia sig nieréwnosc f(x) < M
(f(a:) — m). Funkcja, ograniczona z dotu i z géry nazywa sie ograniczona.
Twierdzenie 5. Funkcja, ciagta w punkcie a, jest ograniczona w otoczeniu a.

Twierdzenie 6. Niech funkcja f bedzie ciagta w punkcie a, oraz f(a) > 0
(f(a) < 0). Wtedy, w otoczeniu punktu a, f(x) > 0 (f(z) < 0).
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Funkcje ztozone

Definicja 7. Niech dane beda dwie funkcje f : X — Y orazg:Y — Z.
Wowczas funkcjah = go f : X — Z, h: x — g(f(x)) nazywa sie
funkcja ztozona (superpozycijg funkcji f i g).

Twierdzenie 8. Niech funkcja f () bedzie ciagta w punkcie xg, funkcja g(y)
bedzie ciagta w punkcie yg = f(xg). Wtedy g o f bedzie ciagta

w punkcie x.
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Wiasciwosci globalne funkcji ciggtych

Twierdzenie 9. Niech funkcja f bedzie ciagta na przedziale |a, b] i ma
w koncach tego przedziatu wartosci roznych znakow (f(a) f(b) < 0). Wtedy
istnieje taki punkt xg € (a,b), ze f(xg) = 0.

Dowod. Rozwazmy przypadek f(a) > 0, f(b) < 0. Za g mozna przyjat
sup{z € |a,b] | f(x) >0} O

Whniosek 10. Niech funkcja f bedzie ciagta na przedziale [a, b]. Wtedy V-
miedzy f(a) a f(b) istnieje ¢ € (a, b), takie, ze f(xg) = 7.

Whiosek 11. Réwnanie ag + a1z + asx? + - - - + agpa?k + 2261 =0,
gdzie kK > 0, ma przynajmniej jeden pierwiastek.
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Kresy funkcji. Twierdzenia Welerstrassa

Definicja 12 (cf. definicje 4). Funkcja f : X — IR jest ograniczona z gory
(z dotu, ograniczona), jezeli takim jest zbior { f(X) }. Liczby inf { f(X) }
oraz sup { f(X) } nazywaja sie odpowiednio dolnym i gérnym kresem

funkeji f: inf f(z) = inf{ f(X)}. sup f(x) =sup{ f(X) }.

Twierdzenie 13 (Pierwsze twierdzenie Weierstrassa). Niech funkcja f bedzie
ciagta na przedziale [a, b]. Wtedy f jest ograniczona na tym przedziale.
Twierdzenie 14 (Drugie twierdzenie Weierstrassa). Niech funkcja f bedzie
ciggta na przedziale [a, b]. Wtedy f osigga na tym przedziale swoje kresy.

Dowod. Zatézmy, ze M = sup f(x) nie jest osiagalnym. Wtedy f@?)+M

z€la,b]
jest ograniczong. N
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Funkcje monotoniczne

Definicja 15. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y.

1. Funkcjay = f(x) nazywa sie rosnaca, jezeli
Va1, xo i x1 < 120 = f(x1) < f(x2).

2. Funkcja y = f(x) nazywa sie malejaca, jezeli
Vay, etz < w9 = f(x1) > f(x2).

3. Funkcjay = f(x) nazywa sie niemalejaca, jezeli
Vi, 20t 21 < 22 = f(x1) < fxa).

4. Funkcjay = f(x) nazywa sie nierosnaca, jezeli
Vey,xo :x1 < 22 = f(x1) = f(x2).

5. Funkcja y = f(:z:) nazywa sie¢ monotoniczng, jezeli ona jest nierosngca
lub niemalejaca.

6. Funkcjay = f(:z:) nazywa sie SciSle monotoniczna, jezeli ona jest
rosngca lub malejaca.
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Przyktady funkcji monotonicznych

Przyktad 16. 1. f(x) = x roénie na catej osi R.
2. f(x) = 2 jest rosnaca na pétprostej [0, +-00) i malejgca na (—oo, 0].
3. f(x) = sign x jest niemalejaca.

4. f(x) = < jest rosnaca na zbiorach (—o0, 0) oraz (0, 4+00).

T
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Odwrotna funkcja

Definicja 17. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y.

1. JesliVxy,x0 € X : x1 # x2 = f(x1) # f(x2), to funkcja f nazywa
sie roznowartosciowa (injektywna).

2. JesliVy € Y dx € X, takize f(x) = y, to funkcja f nazywa sie
odwzorowaniem ,na” (funkcja surjektywna).

3. RéznowartoSciowe odwzorowanie ,na”’ nazywa sie
wzajemnie-jednoznacznym odwzorowaniem (funkcja bijektywna).

Definicja 18. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y. Funkcja
f_1 : Y — X (o ile taka funkcja istnieje) nazywa sie odwrotng do f, jezeli

1. Vo€ X fHf(z))=xczyli f~lof=1x"
2. VyeY f(f'(y) =yezyli fof ! =1y

1, : Z — Z — odwzorowanie jednostkowe, Vz € Z : W7 (z2) = z
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Funckja odwrotna, cd

Twierdzenie 19. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y.
Wowczas istnieje funkcja odwrotna f_1 Y - X < fjest
wzajemnie-jednoznacznym odwzorowaniem.

Przyktad 20. 1. Niech f : |a, b] — [2a, 2b], f(x) = 2z. Wtedy
~ i [2a,20] = [a,b], fTH(y) = §.
2. Niech f :[0,2] — [0,4], f(x) = z°. Wtedy
f7H:00,4 10,2, f~H(y) = V¥
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Wiasciwosci funkcji monotonicznych

Twierdzenie 21. Niech dana bedzie monotoniczna na przedziale |a, D]
funkcja f. Wtedy Ve, a < ¢ < b (Ve, a < ¢ < b) istnieje lim  f(x)

r—rc+
(lim f(z)).
Tr—>C—
Dowod. Niech funkcja f(x) bedzie niemalejaca. Wtedy
lim f(x)=inf{ f(x) | x> c}. O

r—c+

Twierdzenie 22. Niech dana bedzie rosngca (malejgca) na przedziale [a, b]
funkcja f, f(a) = «, f(b) = B. Wtedy, jesli zbiorem wartosci f jest
przedziat [, 5] ([, ), to na tym przedziale jest okrelona funkcja odwrotna
f —1 ktéra réwniez jest rosngca (malejaca).

Dowdd. 1. f jest odwzorowaniem ,na”,

2. f jest funkcja roznowartosciowa,

3. 11 < 12 <= f(x1) < f(z2).

[]
|
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Funkcja odwrotna do monotnoniczne]

Twierdzenie 23. Niech dana bedzie rosngca (malejgca) na przedziale |a, b]
funkcja f, f(a) = «, f(b) = B. Nato, aby f byta ciagta, potrzeba

| wystarczy, zeby YV~ miedzy « i 3 istniat punkt = € |a, b], taki ze f(x) = 7.
Twierdzenie 24. Niech dana bedzie rosngca (malejgca) na przedziale [a, b]

i ciagta funkcja f, f(a) = «, f(b) = . Wtedy, na przedziale |«, 5] (|3, a])

okreslona jest funkcja odwrotna f —L ktora réwniez jest rosngca (malejaca)
| clagta.
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