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Pochodna funkcji

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

http://denisjuk. euh-e. edu.pl/
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Pojecie pochodnej

Niech dana bedzie funkcja y = f(x), okreSlona w otoczeniu
(a,b) punktu zx.

Definicja 1. 1. Liczba Ax, taka ze © + Ax € (a, b) nazywa sig
przyrostem zmiennej niezaleznej .

2. Liczba Ay = f(x + Ax) — f(x) nazywa sig przyrostem funkcji f
W punkcie .

Lemat 2. Funkcja y = f(a:) jest ciagta w punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy
przyrost funkcji w tym punkcie, Ay = o(1) przy Az — 0.

Definicja 3. 1. lloraz ﬁ—z nazywa sie ilorazem rézniczkowym
2. Granica (o ile istnieje) f'(z) = lim AY — lim f(a:Xan:) nazywa

Ax—0 Az Ax—0
sie pochodna funkcji f w punkcie x.

3. Alternatywne oznaczenia: f'(x) = %, y'(t) = y(t).
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Przyktady

Przyktad 4. 1. f(x) = const = f'(x) = 0.
2. f(x)=2= f'(x) =1.

3. Funkcja f(x) = |z| nie ma pochodnej w punkcie 0.
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Sens geometryczny pochodnej funkcji w punkcie
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Komentarze do rysunku

Definicja 5. Prosta, przechodzaca przez punkty M i P nazywa sie siecznag

* Kat pochylenia stycznej M P jest funkcjg od Az, oznaczmy
jego przez p(Ax).

* Ztrojkata M PN widac, ze tg p(Ax) = ﬁ—z.

* W taki sposob, przy Az — 0 (P — M) istnieje potozenie
graniczne stycznej wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje f/(x).

Definicja 6. Prostay = f(xg) + f'(x0)(x — x0) jest styczna do wykresu
funkcji y = f(x) w punkcie x.

Uwaga 7. f’(:z:) zgadza sie z tangensem kata pochylenia styczne.
Uwaga 8. Funkcja y = f(:z:) ktora ma pochodnag nazywa sie rowniez gtadka.
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Funkcje rozniczkowalne

Definicja 9. Funkcja y = f(a:) nazywa sie rozniczkowalng w punkcie x,
jezelidA € R, takie ze Ay = A - Ax + o(Ax) przy Ax — 0.
Twierdzenie 10. Funkcja y = f(:z:) jest rozniczkowalna w punkcie xg wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje f”(xzq).

. e Ay _ 7 _
Dowéd. = Al;;rgo = A1916130(14 +0(1)) = A.
<: lim Ay_flA(io)'Ax = 0= Ay = f'(z0) Az + o(Ax).

Ax—0

Whniosek 11. Liczba A w definicji 9 réwna jest [’ ().

Twierdzenie 12. Funkcja rézniczkowalna w punkcie jest ciggtg w tym punkcie.
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R&zniczkowalnie funkcji ztozone;

Twierdzenie 13. Niech funkcja x = ¢(t) bedzie rézniczkowalna
w punkcie tg, zas funkcja y = f(x) bedzie rézniczkowalna

w punkcie xg = @(tg). Wtedy funkcja ztozona f(p(t)) bedzie
rozniczkowalng w punkcie tg, przy czym

F(p(t0)] = £ (p(t0)) - ¢ (to)

Dowod. ® Ax = ¢'(to) At + o(At).

°* Ay = f(zg)Az + o(Ax) = f’(gp(to)) [gp’(to)At + O(At)] -+
o(At) = f'(p(to))¢' (to)At + o(At).
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R&zniczkowalnie funkceji odwrotnej

Twierdzenie 14. Niech f(x) bedzie funkcja rosnaca (malejaca) i ciagla
w otoczeniu punktu g, oraz rézniczkowalng w punkcie zq i f'(z) # 0.
Wtedy w otoczeniu punktu yg = f (:co) okreSlona jest funkcja odwrotna
7 = f_l(y), ktora jest rosngca (malejgca) i ciggta w otoczeniu 1y oraz
rozniczkowalna w punkcie y |

Ax
® Zamoca ciggtosci Ay — 0 <— Az — 0.
Az 1

° i - AN A S
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Sens geometryczny pochodnej funkcji odwrotne]
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Rdzniczkowanie sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji

Twierdzenie 15. Niech funkcje u(x) oraz v(x) beda rézniczkowalne
w punkcie . Wtedy suma, réznica, iloczyn i iloraz (iloraz w przypadku
v(az) = () sa rézniczkowalne w punkcie x, przy czym
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Pochodne funkcji elementarnych

Twierdzenie 16. 1.

e RGOS = W D

(log, z) = 3 -log,e,

8

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

sinhz) =

coshx)’ =

cosh z,

sinh x,
1

~ cosh?x’

1
sinh?
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Dwod twierdzenia 16

, Alog, x _ log, (z4+Ax)—log, (z) 1 g« Az __
Dowod. 1 =R = = Az = 22z 108,(1+ 5F) =
1 Az 2z 1
Eloga[(l + = )A } A—>$_>0510ga e.
x\/ __ 1 _ 1 _ Yy  _ _x.
S = (log,y)” — ~log,e  log,e =@elne

5 (xa)/ _ (ealnx)/ _ 6alnﬂr; ] (aln:c)’ — 0. CL% _ CLZEa_l.

6 Asing __ sin(z4+Az)—sinx 2COS(33‘|‘%) sin% -
Ax Azx - Azx -
. Ax
sin &%
cos(x + A;j) 2 > COS .
o x—0
. / .
7 (cosz) = (sin(5 —z)) =cos(5 —z)- (5 —x) = —sinz.
8 (t )/ L sinx / L (Sina:)’ COSSU—Sin.CU(COSSU)/ L cos? gj—{—sinzgj L 1
gl) = COS T - cos? x - cos? x  cos?gx”

—verte—
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Dwaod twierdzenia 16, cd

. - /I __ 1 _ 1 1 _ 1
Dowdd. cd. 10 (arcsinx)’ = Fny) = cosy — cosaresmz — e
f_ 1 22 _ 1

12 (arctgz)’ = Gay) — COos™y = cos (arctg ) = 13-

— X / X — X
14 (sinh z)" = (6 E ) = £1¢— = coshu.
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