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Wiasciwosci funkcji Rozniczkowalnych

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

http://denisjuk. euh-e. edu.pl/
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Wozrastanie funkcji w punkcie. Ekstremum lokalne

Niech dana bedzie funkcja y = f(x), okreSlona w otoczeniu
punktu c.

Definicjal. 1. Funkcjay = f(x) roénie w punkcie c, jezeli istnieje takie

otoczenie punktu ¢, ze f(x) < f(c)dlax < coraz f(x) > f(c) dla
T >

2. Funkcjay = f(:z:) maleje w punkcie ¢, jezeli istnieje takie otoczenie
punktu ¢, ze f(x) > f(c)dlax < coraz f(x) < f(c)dax > c,

3. Funkcjay = f(:z:) ma maksimum lokalne w punkcie ¢, jezeli istnieje
takie otoczenie punktu ¢, w ktorym f(x) < f(c)

4. Funkcjay = f(x) ma minimum lokalne w punkcie ¢, jezeli istnieje takie
otoczenie punktu ¢, w ktorym f(x) = f(c)

5. Funkcjay = f(x) ma ekstremum lokalne w punkcie ¢, jezeli ona ma
w tym punkcie minimum lub maksimum lokalne.
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Konieczny warunek ekstremum

Twierdzenie 2. Niech dana bedzie funkcja f(:C) rozniczkowalna w punkcie a.
Wtedy, jezeli f'(a) > 0 (f'(a) < 0),to f(x) rosnie (maleje) w punkcie a.
Whniosek 3. Jezeli funkcja f () ma wpunkcie a ekstremum lokalne, to

f'(a) =0

Uwaga 4. Przyktad funkcji y = 3 wskazuje, ze twierdzenie 2 daje

dostateczny warunek wzrastania (malenia), ktory nie jest koniecznym.

Natomiast warunek ekstremum lokalnego z wniosku 3 jest koniecznym, i nie
jest dostatecznym.
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Twierdzenie Rolle’a

Twierdzenie 5. Niech funkcja y = f(x) bedzie ciagta na przedziale |a, b],
rozniczkowalna na przedziale (a, b), oraz f(a) = f(b). Wtedy 3¢ € (a, b),
takie ze /(&) = 0.

Dowdd. [ osigga swoje kresy M = sup f im = inf f. Jezeli M = m, to
f(x) = consti f'(x) = 0. Jezeli M > m, to przynajmniej jeden z kresow
jest osiggalny wewnatrz przedziatu (a, b). Wiec w tym punkcie f ma
ekstremum lokalne. N
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Twierdzenie Lagrange’a

Twierdzenie 6. Niech funkcja y = f(x) bedzie ciagta na przedziale |a, D]
oraz rozniczkowalna na przedziale (a, b). Wtedy 3¢ € (a, b), takie ze

f(b) = fla) = f(€)(b—a).
Dowdd. Zastosowac twierdzenie Rolle’a (twierdzenie 5) do funkcji

f(@) — f(a) — {818 g =
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Whnioski z twierdzenia Lagrange’a

Twierdzenie 7. Niech funkcja y = f(ac) bedzie rézniczkowalna na przedziale
(a,b) oraz Vz € (a,b) f'(z)=0.Wtedy f(x) = const.

Dowdd. V1, xs € (a,b) istnieje £ € (a, b) takie, ze

f(x2) — f(z1) = f'(&)(x2 — 1) = 0. =

Twierdzenie 8. Niech funkcja y = f(:z:) bedzie rézniczkowalna na przedziale
(a, b). Na to, zeby funkcja f byta niemalejaca (nierosnaca) na tym przedziale,
potrzeba i wystarczy, zeby na (a, b) byto f'(x) > 0 (f'(x) < 0).

Dowod. = Niech f(x) bedzie niemalejaca na (a, b). Wtedy w zadnym
z punktow (a, b) funkcjg nie moze by¢ malejaca. Za moca twierdzenia 2
w zadnym z punktéw (a, b) nie moze by¢ f'(x) < 0.
< Niech Vz € (a, b) bedzie f'(x) > 0. Rozwazmy dowolne
x1,xo € (a,b), takie ze x1 < x2. Istnieje £ € (a, b), takie ze

f(z2) — f(z1) = f'(§)(x2 —21) > 0.
=
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Dostateczny warunek monotonicznosci funkciji

Twierdzenie 9. Niech funkcja y = f(ac) bedzie rézniczkowalna na przedziale
(a,b) orazVx € (a,b) f'(z) > 0(f'(x) < 0). Wtedy f(x) rosnie
(maleje) na przedziale (a, b).

Uwaga 10. Warunek f’(x) > 0 nie jest koniecznym na to, zeby funkcja f
byla rosnaca na przedziale, np. y = 3.

Whiosek 11 (Dostateczny warunek ekstremum). Niech funkcja y = f(x)
bedzie rézniczkowalna w otoczeniu punktu a oraz pochodna f’ w pukcie a
zmienia znak z minusa na plus (z plusa na minus). Wtedy f(:z:) ma

w punkcie a minimum (maksimum) lokalne.
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Poszukiwanie maksimum i minimum funkcji

Twierdzenie 12. Niech funkcja y = f(x) bedzie ciagta na przedziale |a, D]
i r6zniczkowalna w przedziale (a, b) za wyjatkiem skonczonej ilosci punktow.
Wtedy funkcja f osigga maksimum (minimum) w pukncie x, ktory spemia
jaden z warunkow:

® X jest kohcem przedziatu,
o f’(xo) — O’
* f'(zg) nie istnieje.

Przyktad 13. Z kwadratowego kartonu stworz pudetko o najwiekszej objetosci.
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Rozwigzanie zadania o pudetku

L

* f(z) =x(a —2x)%, =z €]l0, =,

°* fl(z) =0 <= (a—27)(a—6z2) =0 <= 2=V

7 0
flx) [ 0] %

o

(@ RIN]IS

* Odp: nalezy nadcigc karton na odlegtosci % od rogu.

a

@) |s]
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Dwie nierdbwnosci

Twierdzenie 14. 1. |sinz; — sinxg| < |z — 23|
2. |arctgxy — arctg xo| < |r1 — 29|
Dowod. 1. sinx; — sinxe = cos&(x; — x2),

2. arctg ] — arctg xg = ﬁ(xl — X2).
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Twierdzenie Cauchy’ego

Twierdzenie 15. Niech funkcje f(x) i g(x) beda rézniczkowalne na
przedziale (a, b), ciagte na przedziale [a, b] oraz ¢’ (x) # 0 na (a, b). Wtedy
istnieje £ € (a, b), takie ze

Dowdd. Zastosowac twierdzenie Rolle’a (twierdzenie 5) do funkcji

f(z) - f(a) — LP=04 (g(z) — g(a)). a
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Reguta de L'Hospitala (wyrazenie nieoznaczone 8)

Twierdzenie 16. Niech dane beda dwie funkcje f(x) i g(x), okreslone i
rozniczkowalne w sasiedztwie punktu a, oraz lim f(z) = lim g(z) = 0

Tr—a Tr—a
i g’ (m) = (0 w tym samym sasiedztwie. Wtedy, jezeli istnieje (by¢ moze,
nieskonczona) granica lim f:(x),to istnieje lim @) _ iy f,/(x).
z—a 9 (@) z—q 9(2) z—a 9 (@)

Dowod. Okreslmy funkcje f(x) oraz g(x) zerem w punkcie a. Wtedy funkcje
te zostang ciggte w ototczeniu a i mozna zastosowac twierdzenie Cauchy’ego
(twierdzenie 15).

Niech { T } bedzie ciggiem, zbieznym do a o wyrazach réznych od a. Wtedy

Vn 3E,, miedzy a i z,,, takie ze ],jgzg:g((ff)) — %. Ciag { &, } tez bedzie

zbieznym do a i o wyrazach roznych od a. W ten sposob

ICA RIS
n—oo g(x,) n—oo g'(&,)

.

[]
|
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Reguta de LUHospitala (wyrazenie nieoznaczone %)

Twierdzenie 17. Niech dane beda dwie funkcje f(x) i g(x), okreslone i
rozniczkowalne w sasiedztwie punktu a, oraz oraz

lim f(x) = lim g(x) = oo w tym samym sasiedztwie. Wtedy, jezeli istnieje
Tr—ra TrT—ra

(by¢ moze, nieskonczona) granica lim f, (z) , to istnieje
z—a 9' ()

lim Hz) _ lim f(z)

z—a 9(T) z—a 9 (@)

Uwaga 18. Raguty de LHospitala sg wazne rowniez dla granic jednostronnych
oraz granic w nieskonczonosci
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Przyktady

. 1l—coszx . sin 1
Przykiad 19. 1. lim —=2% = [im — =,
y x—0 x? x—0 2z 2
. —si . l—coszx . sin x 1
2. lim =BT — Jim = lim = =
x—0 z? x—0 3x* x—0 6z 6
. . 75 . 1/x
3. lim /2 -Inx = lim 2% = lim — —
x—0-+ \/_ r—0+ T e x—0-+ (—=1/2)-x=3/2

r—0+
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Definicje pochodnych wyzszych rzedow

Definicja 20. 1. Niech funkcja f(x) bedzie r6zniczkowalna w otoczeniu
punktu a. Jezeli f'(x) jest rézniczkowalng w punkcie a, to pochodna

(f’)/(a) nazywa sie drugg pochodna funkcji f w punkcie a. Oznaczenie
f"(a) lub f(z)(a). Funkcje f nazywamy dwa razy rézniczkowalna
W punkcie a.

2. Niech n > 2ifunkcja f(x) bedzie n razy r6zniczkowalna w otoczeniu

punktu a, oraz pochodna f(”) bedzie r6zniczkowalna w punkcie a.
Wtedy funkcja f jest (n + 1) razy rézniczkowalnafunkcja

rozniczkowalna n razy w punkcie a oraz f(”le ( ) (f(n ) ( )

3. Alternatywne oznaczenia: f(™ (z) = 9L, o//(t) = §(¢).

dx™ '’
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Pochodne wyzszych rzedow sumy, ilorazu i iloczynu

Twierdzenie 21. Niech funkcje f(x) oraz g(x) beda n razy rézniczkowalne
w punkcie a. Wtedy f = g tez bedzie n razy rézniczkowalna funkcja oraz

(f +9) () _ p(n) 4 o)
Dowod. Indukcja [

Twierdzenie 22 (Leibniz). Niech funkcje f(x) oraz g(x) beda n razy
rézniczkowalne w punkcie a. Wtedy f - g tez bedzie n razy rézniczkowalng

funkejg oraz (f - g) () _ S CEfk) . gln—k)
k=0

Dowod. Indukcja [
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Pochodne wyzszych rzedow funkcji elementarnych

Twierdzenie 23. 1. (:ca)(n) =ala—1)...(a—n+ 1)z ",

2. (27)" =,

3. (27)" =0

4. (a®)™ = a® "

5. (In(1 + z))™ = (—1)n-1 =t
6. (sinz)" = sin(z + Zn)

7. (cosz)™ = cos(z + Zn)

(n)
8. (“f”’+b> = (—=1)"n!(ad — be)(cx + d)~ D) . =L
Dowod. Indukcja H
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Wzor Taylora

Twierdzenie 24 (Taylor-Lagrange). Niech funkcja f(x) bedzie (n + 1) razy
r6zniczkowalng w otoczeniu punktu a. Wtedy Vx z tego otoczenia 3&
pomiedzy a a x, takie ze

'(a "(a 3)(a
f(w)=f(a)+f1(! )(fl?—a)+f2(z o —ap+ L 3!( o)+
() a
foq d n,( )(a:—a)n+Rn+1(33)> (1)

gdzie Ry,41(z) = F+D(€) el
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Dowadd twierdzenia Taylora-Lagrange’a

Dowad. ® Ustalmy punkt x.

(z—t)" Tt

® Rozwazmy funkcje ¥ (t) = —f(z) + p(x,t) + (x_a)n+1Rn+1(33)’
gdzie
° p(x,t) =
F&) +L80@ -0+ LW @24 ... + L85 _pyn,
- Rn+1($) —
f(@)—flo) -2 @—a)- LB (z—a)— - — L (@—a)"

® Funkcja 1 (t) spetnia warunki twierdzenia Rolle’a.

® Wiec istnieje punkt & pomiedzy a a x, taki ze ¢’ (£) = 0.
—verte—
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Twierdzenie Taylora-Lagrange’a, cd

Dowdd. cd.  ® zp’ (S) =

f(";)(ﬁ) (:z: _ g)n f(n)(f)) (g; — f)” L—(n+1) (fia)lﬂ Rny1(2).

(
* Wynika stad, ze {( )(15)? (z =& 1= (n+ 1)(;; 657)111 Rpyq1(z).
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Twierdzenie Taylora-Peano

Twierdzenie 25 (Taylor-Peano). Niech funkcja f () bedzie (n — 1) razy
rozniczkowalng w otoczeniu punktu a i ma pochodng rzedu n w punkcie a.
Wtedy

' ae ) (q
f) =) + H 2@ -0y 4 By + D —apry
(2)
(") (4
+---+f n'( )(a:—a)”+0((:13—a)"). (3)

Uwaga 26. Wzoér 1 dla a = 0 nazywa sie wzorem Maclaurina.

|
Matematyka — p. 22



Wzor Maclaurina funkcji elementarnych

Twierdzenie 27. 1. 6x:1+%—|—f§—i—|— -+ o7 —I— o(z"),
. 3 5 2k+1

2. sma::a:—%—I—%%—---—I—(—l)kék—w"'dm%“)’

3. cos:z::1—3—?+ﬁ—?+---+(—1)k(x2§|‘|' o(z?*),

4. In(1+ x) :x—37_22_|_%3_|_..._|_(_1)n—1x__|_0(xn)’

n

5. (14+2)2 =14+ 2g4 2202y oloDolarnil) 2 4 omy

Whiosek 28 (dwumian Newtona). (a + b)" = > 7, CraFp" k.
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Zastosowania drugiej pochodne]

Twierdzenie 29 (Dostateczy warunek ekstremum). Niech funkcja f(x)
bedzie rézniczkowalng w otoczeniu punktu a i ma druga pochodnag

w punkcie a. Wtedy, jezeli f(a) = 0 oraz f/(a) > 0 (f'(a) < 0), to funkcja
f () maw punkcie A lokalne minimum (maksimum).

Dowod.

fla+a) = fla)+ f(a)a+ f"(a)a” + o(a®) =
= f(a) + (f"(a) + o(1))e’
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Funkcje wypukte

Definicja 30. Funkcja f(x) : [a,b] — R nazywa sie wypukita na odcinku
a, b], jezeliVz,y € [a,b],Va € |0,1]

f(A—a)z+ay) <1 —a)f(z)+af(y)
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Funkcje wkleste

Definicja 31. Funkcja f(x) : [a,b] — R nazywa sie wklgsta na odcinku
a, b], jezeliVz,y € [a,b],Va € |0,1]

f(A—a)z+ay) > (1 —a)f(z)+af(y)

Matematyka — p. 26



Dostateczny warunek wypuktosci

Twierdzenie 32. Niech funkcja f () bedzie ciagta na odcinku |a, b], dwa
razy rozniczkowalna na (a, b) i w kazdym punkcie = € (a, b) spetniona jest
nierownosc " (x) > 0 (f”(z) < 0). Wtedy funkcja f(x) jest wypukta
(wklesta) na [a, b).

Dowod. Niecht = (1 — o)z + ay. Wtedyy —t = (1 — ) (y — ),
r—t=—aly—x).

Fo) = £(0) + ()1~ a)(y —2) + 5 (@) (1~ )y — )’

f@) = £(t) ~ F(Daly —2) + 5 (&) (aly — )
(1-0)f(x) + af(y) = f(1)+

+ %((1 — ) f"(&) (aly — )" + af"(€) (1 - @)(y - x))2>

[]




Punkty przegiecia

Definicja 33. Niech funkcja f () bedzie ciagta na odcinku |a, b] oraz

rozniczkowalng na (a, b). Punkt z € (a, b) nazywa sie punktem przegigcia,

jezeli styczna w tym punkcie przechodzi z jednej strony wykresu na druga.

A f(w)+f’(iv)(y—w)/

f(y)

__// L Y =
* fly) < f(z)+ (=)
* fly) > f(z) + f'(z)

* |ub odwrotnie

(y—x)dlay > x
(y—z)dlay < x
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Warunek konieczny punktu przegiecia

Twierdzenie 34. Niech funkcja f bedzie ciagta i r6zniczkowalna w otoczeniu
punktu g oraz ma druga pochodng w xg. Wtedy, jezeli x( jest punktem
przegiecia, to " (xg) = 0.

Dowéd. ® F(z) = f(x) — (f(z0) + f'(z0)(x — x0)) zmienia znak
W X.
® Wiec nie moze miec ekstremum lokalnego w x.
* F'(zo) = f'(wo) — f'(w0) = 0.

* F'(xg) = f"(x0). Gdyby f”(z¢) nie byto by rowne 0, F'(x) by miata
ekstremum lokalne w x.

L]
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Dostateczny warunek punktu przegiecia

Twierdzenie 35. Niech funkcja f bedzie dwa razy rézniczkowalna
w otoczeniu punktu x( oraz to f” zmienia znak w xg. Wtedy x( jest punktem
przegiecia.

Dowéd.  ® Pochodna funkcji F'(z) = f(z) — (f(z0) + f'(x0)(z — x0)
ma ekstremum lokalne w x.

* F'(zo) = f'(@o) — f'(z0) = 0.
® Wiec w sasiedztwie x pochodna jest tego samego znaku.

® W taki spos6b, w punkcie g funkcja F'(x) rosnie (lub maleje).
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Dostateczny warunek punktu przegiecia — |l

Twierdzenie 36. Niech funkcja f bedzie trzy razy r6zniczkowalna w otoczeniu

punktu zq oraz to f”(xg) = 0i f3)(zg) # 0 . Wtedy ¢ jest punktem
przegiecia.

Dowdéd. ® f”(xzo) = 0 oraz jest monotoniczna w otoczeniu .

® Wiec w 2 zmienia znak.
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Dziedzina funkcii,
Okres, parzystoSc, nieparzystosc,
Punkty przeciecia osi,

RENCOR DN

Asymptoty,

(a) pionowe,

(b) poziome,

(c) ukosne.

5. Ekstrema lokalne.

6. Punkty przegiecia,
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji. Przyktady

|
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