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Funkcja pierwotna

Definicja 1. Funkcja F'(x) jest pierwotna funkcja dla funkcji f(x) na
przedziale (a, b), jesli Vx € (a, b) funkcja F jest rézniczkowalna w tym
punkcie oraz F'(z) = f(x)

Przyktad 2. 1. F(x) = V1 — 22 jest pierwotng dla f(x) = — na
1—x2

przedziale (—1, 1).

2. F'(x) = sin x jest pierwotng dla f(x) = cos z na R.
1

= - na przedziale (0, +00).

3. F'(x) = In x jest pierwotnag dla f(x)

|
Matematyka — p. 3



Funkcje pierwotne

* Jezeli F(z) jest pierwotng dla f(z),toVC e R F(z)+ C
tez jest pierwotng dla f(z).

* W taki sposéb mozna otrzymac wszystkie funkcje
pierwotne.

Twierdzenie 3. Niech funkcje F (x) i F>(x) beda pierwotnymi dla f(x) na
przedziale (a, b). Wtedy istnieje C' € R, taka, ze F(x) = Fa(z) + C.
Whiosek 4. Jezeli F'(x) jest jedna z funkcji pierwotnych dla f(x) na
przedziale (a, b), to dowolna funkcja ®(z), pierwotna dla f(x) na (a,b) ma
ksztalt ®(x) = F(x) + C, gdzie C jest stata.
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Caitka nieoznaczona

Definicja 5. Zbior wszystich funkcji pierwotnych dla danej funkcji F'(x) na
przedziale (a, b) nazywa sig catka nieoznaczona funkcji f(x). Oznaczenie

[ f(z)de.

* Jezeli F(x) jest funkcja pierwotna dla f(x) na przedziale
(a,b), to [ f(z)dx = F(x) + C.

Przyktad 6. 1. [ ——= dx = V1 — 22 4+ C na przedziale (—1, 1).

1—x2

2. f cos x dxr = sin x + C na prostej R.
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Wiasnosci catki nieoznaczonej

O

EEE SR T = CoF Y =

[ f@)dz]" = f(a),
[ F'(z)dz = F(z) + C,
[(f(z) £ g(x))de = [ f(z)dx £ [ g(z)dz
[\ f(z))dz =X [ f(z)dx, gdzie A € R,
dea::C flda::a?+C,

[a2%dx = £ 4+ C, gdzie o # —1,

[ % =In|z| + C, gdzie x # 0,
faf’;d:c:%+0,gdzi60<a7él,
[e*dx =e"+C,

[sinzdr = —cosx+C, [cosxdr=sinz+ C,
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Wiasnosci catki nieoznaczonej, cd

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.

&2 —tgx+ C, gdziez # T +7n, n € Z,

cos?2x
dx

sin? x

J \/1df7 = arcsinz + C, gdzie x € (—1,1),

J ¢1df7 = —arccosz + C, gdzie x € (—1,1),

=ctgx + C, gdzie x # mn, n € Z,

% = arctg x + C,
% = —arcctgx + C,

[ sinhx dz = coshz + C,
[ coshx dx = sinhz + C,

[ =% =tghz+ C,

cosh? x

| dt_ — _ ctghx + C, gdzie x # 0.

sinh? x
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Przyktady

Przykiad 7 (Calki, ktérych nie mozna wyrazic przez funkcje elementarne).
1. [e ™ da,
2. [ cos(x?)dx,
3. [sin(a?)dx,
4. [{£0<z#1,
5. [ S22 dy,

Hb

6. | <Ldx, x#0.

Hb
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Zamiana zmiennej w caice nieoznaczonej

Twierdzenie 8. Niech funkcja t = o (x) bedzie rézniczkowalna na przedziale
(cr, B), funkcja G (t) bedzie pierwotna dla g(t) na przedziale (a, b), gdzie

(a,b) = ¢((, B)). Wtedy na przedziale (v, 3)
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Przyktady

t = 3x
dt = 3dx

—%cost—kC: —%COS3ZE—|—C.

Przyktad 9. 1. fsin 3rdr = — f % sint dt =

t—a:+a
2. [ — P = [L =In|t|+C =n|z+a|+C,
xr #* —a.
t =coszx
3. | e®*Fsinxdx = — — [etdt = —et +C =
f dt = —sinx dx f

_eCOST L (.
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Przykiady, cd

)1 t = arctgx
Przyklad 10. 1. [ ZBDT gy — BF = 110044 =
dt = I+x2
L __ (arctgx)tot
101 +C = 101 +C.
t=95x —06

2004
2 L[ QOOBCﬂt _ = < J‘t2003(11: i)020

dt = bdx

(533—6)2004
10020 +C,

+C =
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Catkowanie przez czeSci

Twierdzenie 11. Niech funkcje u(x) oraz v(x) beda rézniczkowalne na
przedziale (a, b) i dla funkcji v’ (z)v(x) istnieje funkcja pierwotna na tym
przedziale. Wtedy dla funkcji u(z)v’ () istnieje funkcja pierwotna oraz
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Przyktady — |

2

u(x) =x* V' (xr) =cosz

u' ()

/:c2cosxd:c —

:x2sinx—2/:csin:cdx —

2¢  v(x) =sinz

u(x) =x V' (r)=sinz
1

v(r) = —cosx

— xQSinx—l—Z:ccosx— 2/COS£UCZCC —

= (2* — 2)sinz + 2z cosz + C.
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Przyktady — Il

/x”ln:cdx —

T’ n+1
n+1 1
— Inx — /aznda::
n+ 1 n—+1
gl 1
— Inz — ) C,
n 1(” nt1) "

n # —1.
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Przyktady — Il

u(x) = e** v’(:c) = cos Bz
e™ cos Bxrdr = | |, sin 51, =
( ) = e w(z) =
— e 533 / / Tsin fx dxr =
u(x) = e%x = sin Bx
— / o ____cosfBx —
u'(x) = ae® v(:c) = 3
e*’sin Br « a? /
— + —e**cosfr — — ¥ cos Bx dx,
B 532 532

wiec f e cos Bx dx = == ﬁfigzsm bz cax 4 (.
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