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Catka oznaczona

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

http://denisjuk. euh-e. edu.pl/
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Definicja catki oznaczone]

Niech f(x) bedzie funkcjg ograniczong na skohczonym

przedziale |a, b].

Definicja 1. 1. Niech dane bedgpunktya =z < 1 < --- < x,, = b.
Mowimy wowczas, ze okreslony jest podziat P, przedziatu (a, b).

2. Przedzialy [x;_1,x;|, gdzie i = 1,2, ..., n, nazwiemy przedziatami
czastkowymi podziatu.

3. Diugosci przedziatow |x;, x;_1] oznaczamy przez A;

(A; = x; — x;_1), amaksymalng z nich, A(P,) = nax AV,
i=1,....n

nazwiemy $rednica podziatu F,.
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Definicja catki oznaczonej, cd

4. Niech dane beda rowniez wezly &; € [x;_1, x;], gdzie

i=1,...,n.Sume S(f, P,) = > f(&)A; nazwiemy suma
1=1
catkowa.
5. Granice (o ile istnieje) lim S(f, P,) hazwiemy catkg

n— 00
A(Pp)—0

b
oznaczona (catka Riemanna), oznaczamy | f(z)dx.

Funkcja f(x) nazywa sie wowczas catkowalng na
przedziale |a, b].
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Sens geometryczny catki oznaczonej

SN :

| | : |
a=mo & T §2 T2 & T3 &4 T4 55335:?

Rysunek 1: Sens geometryczny catki Riemanna
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Sens geometryczny catki oznaczonej, cd

Niech bedzie f(x) > 0 dla z € |a, b]. Suma catkowa,
odpowiadajgca podziatowi P,, i wyborowi weztow &, rowna jest
polu figury, ztozonej z prostokatow, zobacz rysunek 1. Granica
pol takich figur, czyli catka zgadza sie z polem trapezu
Krzywoliniowego, I.e., obszaru ograniczonego tukiem krzywe|
y = f(x), odcinkiem osi Oz oraz prostymiz = a iz = b.

Jezeli zaS w przedziale [a, b] jest f(x) < 0, to analogiczne pole

rowna sie
—/f(:z:) dzx.

a
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Klasy funkcji catkowalnych

Twierdzenie 2. Ciagta w przedziale [a, b] funkcja jest catkowalna.

Twierdzenie 3. Funkcja ograniczona i ciggta w przedziale [a, b] z wyjatkiem
co najwyzej skonczonej liczby punktéw jest catkowalna.

Twierdzenie 4. Monotoniczna w przedziale [a, b] funkcja jest catkowalna.
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Suma i réznica catek

Twierdzenie 5. Niech funkcje f(x) i g(x) beda catkowalne w przedziale
la, b]. Wtedy f(x) + g(x) bedzie funkcja catkowalng oraz

[P (f(x) £ 9(2)) dz = [ f(z)da £ [° g(z) da.

Dowdd. Rozwazmy sumy catkowe:

S(f£9,Pa) =Y (f(&) £ 9(&))Ai =

=1l

= Zf(fi)Ai + ZQ(&:)Ai = S(f, Pn) £ 5(g, Pn).
= i=1
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LiniowoSc catki wzgledem mnozenia przez liczbe

Twierdzenie 6. Niech funkcja f () bedzie catkowalng w przedziale |a, b].
Wtedy A\ f(x), gdzie A € R bedzie funkcja catkowalng oraz

Jo M (@) dz = X [} f(x) da.

Dowod. analogicznie do twierdzenia 5 ]
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Wiasnosci funkcji catkowalnych

Twierdzenie 7. Niech funkcje f(x) i g(x) beda catkowalne w przedziale
la, b]. Wtedy f(x) - g(x) bedzie funkcja catkowalna.

Twierdzenie 8. Niech funkcja f(x) bedzie catkowalna w przedziale |a, b|.
Wtedy | f(x)| tez bedzie funkcja catkowalna.

Twierdzenie 9. Niech funkcja f(x) bedzie catkowalng w przedziale |a, b|.
Wtedy f(z) bedzie catkowalng w dowolnym przedziale [c, d] C |a, b].
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Wiasnosci funkcji catkowalnych, cd.

Definicja 10. Umoéwmy sie, ze dla fukcji f(x), catkowalnej w przedziale |a, b]

1.

b
f(z)da = — [ f(z)da

2.

f—go ““—po

f(x)dx = 0.

Twierdzenie 11. Niech funkcja f(x) bedzie catkowalng w przedziatach |a, c]
oraz |c, b]. Wtedy f(x) bedzie catkowalng w przedziale |a, b oraz

b c b
[ f@)de = [ f(z)dz + [ f(z)dz.
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Oszacowanie catek

Twierdzenie 12. Niech funkcja f () bedzie catkowalng w przedziale |a, D]
b

oraz f(x) = O przy x € [a,b]. Wtedy [ f(x)dz > 0.
a

Dowod.

S(f,Py) =) _ fl&)A; 2 0.
1=1

[

Whiosek 13. Niech funkcje f(x) i g(x) beda catkowalne w przedziale |a, b]
b

oraz f(x) = g(x) przy « € [a,b]. Wtedy [ f(z)dx > f:g(az) dz.
a

Whiosek 14. Niech funkcja f(x) bedzie catkowalna w przedziale |a, b).

b b
J f(z) dﬂ?‘ < [|f(z)|d.

Witedy
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Oszacowanie catek, cd.

Twierdzenie 15. Niech funkcja f () bedzie catkowalna w przedziale |a, b],

M = sup f(z), m= 11{1fb f(x). Wtedy du, m < p < M, takie ze
z€la,b] zrcla

b

[ f(@)dz = pu- (b= a)

a
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Caitka oznaczona a catka nieoznaczona

Twierdzenie 16. Niech funkcja f () bedzie ciagta w przedziale |a, b]. Wtedy

95
[ f(t) dt jest funkcja pierwotna dla f(x).
a

Whiosek 17. Niech funkcja f(x) bedzie ciagta w przedziale |a, b]. Wtedy
istnieje funkcja pierwotna dla f(x).

Whiosek 18 (Twierdzenie Newtona-Leibniza). Niech funkcja f(x) bedzie
ciag%q w przedziale |a, b], F'(x) bedzie funkcja pierwotna. Wtedy

b b
f f(x)dx = F(x)| , gdzie uzyto oznaczenie F'(x)| = F(b) — F(a).

a a

T

[ f(t)dt+ C. [

a

Dowod. F'(x)
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Przyktady

1 "1 ! 1
mn - N -
1. ({:B dm_n+10_n+1’ n # —1,
T T
2. [sinxdr =—cosz| =2,
5 0

1

1
3. 54% — 4arctg:c‘0 = .
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Zamiana zmiennej w caice oznaczonej

Twierdzenie 19. Niech funkcja ' () bedzie ciaglta w przedziale [, 3],

funkcja () bedzie monotoniczng w tym przedziale, a g(t) bedzie ciagta
B @ (B)

w przedziale (p(a), p(5)). Wtedy [ g(¢(t))¢'(t)dt = [ g(z)dx.

@ p(a)

Dowdd. Niech G(x) bedzie funkcja pierwotna dla g(x). Wtedy G (¢(t))
bedzie funkcja pierwotna dla g((t)). ]

|
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Przyktady

! 1+ =t 2 2

1 V1 + z2?dx = — 1 tdt:_ 2753/2‘ _
bf 2z dx = dt 2“[\/_ 1
V8—1

3

/2 /2 _

2. [ sin®zdr= [ sinz(l—cos’x)dr = ?OS:E —
0 0 —sinx dx = dt

U 0
—i/"(l—t?)dt: (%t?”—t)‘l = 2.

|
Matematyka — p. 17



Catkowanie przez czeSci w caice oznaczonej

Twierdzenie 20. Niech funkcje ' () oraz v’ () beda ciagte w przedziale

la, b]. Wtedy

/2 _ / _
Przyktad 21. [ zcosxdx = u/(:z:) i wl@) C.OS:B —
0 u'(x) =1 w(x)=sinx
™ 7T/2 ™
2 2

-1

— f sinx dx = % 4+ cosx
0 0

rsinx
0
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Catki niewtasciwe

Definicja 22 (Catki funkcji nieograniconych). Niech funkcja f(z) bedzie
catkowalna w kazdym przedziale [a, b— 5] (e > 0). Wtedy

e—0

/b f(x)dz = lim b/€f(a:) d

Definicja 23 (Catki w przedziale nieskonczonym). Niech funkcja f(:z:) bedzie
catkowalna w kazdym przedziale [a, N (N > a). Wtedy

00 N
/ f(z)dz = lim / () d

N —o0
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Przykitady catek niwtasciwych

1 |
Przyktad 24. 1. [ £ = ¢ 1=A {07 7
0 Inz 0’ A= —1
( .. 1= 1
<g£%ﬁ€» A
: 1 =
11m1n:1:| A= —1 o0, A=1
L e—0 g’
= d 00 N
g — 1i — T
2. of Toos = arctgx ‘0 — A}l_I)nooarctg:c ‘0 — 2

1—A o0 1
N +f°°dx_{ai—,\|1 A#_lz{ﬁv A>1

1 ¥ 1na:|cl>o, A=—1 o0, A<
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