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Algebra linowa

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

http://denisjuk. euh-e. edu.pl/
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Przyktad uktadu réownan liniowych

Przykiad 1.

axr + by = c,
dx + ey = f.
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Ogolny uktad réwnan liniowych

Definicja 2. Uktadem réwnan liniowych nazywa sie ukiad:

)
a1121 + a1929 + -+ - + a1y, = b1,
a91T1 + ag9xg + - -+ + aonT, = ba,

9 (1)

® a;; — wspotczynniki uktadu 1,
* b; — wyrazy wolne,

* rozwigzaniem uktadu nazywamy uporzadkowang n-tke liczb
(29,29, ...,29), ktore po podstawieniu w miejsce x;, do
rownah ukfadu 1 dajg rownosci prawdziwe.
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Uktad jednorodny

Definicja 3. Uktad réwnan liniowych nazywamy jednorodnym, gdy wszystkie
wyrazy wolne tego uktadu sg rowne zeru

)
ailri —+ a12x9 + .-+ A1nLn — O,
a2121 + agex2 + - -+ + asnx, = 0,

9 (2)

L Am121 + amaT2 + -+ + AmpTn = 0.

* dla dowolnych wyrazow wolnych uktad 2 nazywa sie
powigzanym z uktadem 1
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Macierze uktadu

Definicja 4. Tabela wpodtczynnikow

{ a1 a1z ain )
as1 Q22 a2n
A =
Kaml Am2 amn)

nazywa sie macierzg uktadu 1.

Definicja 5. Tabela wpodtczynnikow i wyrazow wolnych

AN

oooooooooooooooooooo

nazywa sie macierza rozrzerzona uktadu.
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Wektory wyrazéw wolnych, niewiadomych i rozwigzan
(1)
b2
Definicja 6. Columna b = . nazywa sie wektorem wyrazow wolnych
\bm)
(1)
L2
Definicja 7. Columna x = nazywa sie wektorem niewiadomych.

)
()

uktadu 1.

O:

Definicja 8. Columna x nazywa sie wektorem rozwigzan.

) .
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Uwaga o zapisie wektorow

Uwaga 9. ©® Dla oszczednosSci miejsca wektory zapisywane sg rowniez
jako wiersze:

ob:(m by ... bm)
OZB:(xl ro ... CCm)
o g0 = (:1:(1) :138 ZB%)

® Zeby podkreslic, ze to sa wektory-kolumny, czasami uzywa sie nawisow
kwadratowych lub klamrowych oraz przecinkow:

Ob:[bl by ... bm}:{bl, by, ... bm}
0562[561 Tro ... xm]z{xl, o, ..., a:m}

O:coz[a:(l) :1:8 x%}z{az? :1:8 x%}
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Klasyfikacja uktadéw — iloSC rozwigzan

Definicja 10. Ukfad 1 nazywa sie
® sprzecznym, jezeli on nie ma rozwigzan,
® okreSlonym, jezeli on ma dokfadnie jedno rozwigzanie,
® nieokreSlonym, jezeli on ma wiecej niz jedno rozwigzanie.
L1 — 2:62 — 1,

Przyktad 11. ¢ |

T1 — 279

.
. T1 + 120 = 1,
ZCl—CCQIO.
\

4
r1+ 2 =1,

\2:131 + 229 = 2.
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Klasyfikacja uktadow — ksztalt macierzy

Definicja 12. Uktad 1 (oraz macierz uktadu) nazywa sie
® kwadratowym, jezeli m = n (iloS¢ réwnan zgadza sie z iloScig
niewiadomych),
® diagonalnym (przekatnym), jezeli w macierzy poza gtdwna przekatng sa
same zera, a;; = O dla j # 7,

® schodkowym (tréjkatnym), jezeli w macierzy pierwsze niezerowe
elementy kolejnych niezerowych wierszy, znajduja sie w coraz dalszych
kolumnach.

Przyktad 13. Na tablicy
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Uktady rownowazne

Definicja 14. Dwa uktady sg rownowazne, jezeli zgadzajq sie zbiory ich
rozwigzan.

* kazde da sprzeczne uktady sg rownowazne

* dla niesprzecznych uktadow U, i U, koniecznie i wystarczy
zeby kazde rozwigzanie U; byto rozwigzaniem U, i kazde
rozwigzanie Us byto rozwigzaniem U,

Przyktad 15. Na tablicy
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Przeksztalcenia elementarne

Definicja 16. Uktad U5 jest otrzymany z uktadu Uy za pomoca
przeksztalcenia elementarnego, jesli

1. wszystkie réwnania uktadu Us oprécz réwnania ¢ sg niezmienne,
a réwnanie 7 zostato pomnozono przez niezerowa liczbe «,

2. wszystkie réwnania uktadu Us oprécz réwnan ¢ i j sa niezmienne,
a rbwnania ¢ i J zostaly zamienione miejscami,

3. wszystkie réwnania uktadu Us oprécz réwnania j sa niezmienne, a do
rownania j zostato dodane réwnanie 7, mnozone przez czynnik c.
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Przeksztatcenie elementarne 1 na macierzy

/an a12 A1n bl\ (an a12 A1n 51\

.C;Z.l az? ........ CL.Z;L. bz - ;X.C;i.l...o;c.%; ........ O; am l

N 1 A P F
a # 0.
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Przeksztatcenie elementarne 2 na macierzy

/an ai2 A1n 51\ /an ai2 A1n 51\
51 42 Qin bz 41 42 0 bj
00000000000000000000000 W e e o o o o o o o o o o o o o o o o o o
a41 42 Ajn bj 41 52 Qin bz

\aml Am?2 Amn bm) \aml Am?2 Amn bm)
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Przeksztailcenie elementarne 3 na macierzy

/all ai2 ain bl\
aq;1 aq;2 ain | b
...................... W
asji a;2 Ajn bj
\aml am?2 Omn bm)
( aii a2 ain b1 \
a;l ;2 Qin b;
W lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
a1 + a1 aj2 + aaqo Qjn + Q@in| bj + ab;
\ am1 am?2 Omn bm )
|
1
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Twierdzenia

Twierdzenie 17. Przeksztaicenia elementarne sg odwracale

Twierdzenie 18. Jezeli uktad Uy zostat otrzymany z uktadu U; za pomoca
przeksztalcen elementarnych, to te dwa uktady sg rownowazne

Twierdzenie 19. Kazdy uktad moze zostac sprowadzony do postaci
schodkowej za pomoca przeksztatcen elementarnych

Twierdzenie 20 (Metoda eliminacji Gaussa). Kazda macierz moze zostac
sprowadzona do postaci schodkowej za pomoca przeksztatcen elementarnych

Twierdzenie 21. Kazdy uktad (kazda macierz) moze zostac sprowadzona do
postaci schodkowej tylko za pomoca przeksztatlcen elementarnych 2 i 3.
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Uktad w postaci schodkowej

allxl _|_ ............ _|_ alnxn — b1,
C_LQIC:C]C _|_ ......... _|_ a2nxn — b2,
a3yLy + - + a3nTn = b3,

\ _ - (3)
ArsTs + *** + QrpTp = b?“a
0= b?“—|—17
5 0= bma

Definicja 22. Zmienne x1, Xy, T, . .., Ts, gdzie G11A9,a03] - . . Grs 7 0,

nazywane se zmiennymi gtdwnymi, pozostate zmienne sga wolne (swobodne).
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Analiza uktadu schodkowego

Twierdzenie 23. Uklad 1 jest niesprzecznym wtedy i tylko wtedy, dgy
rownowazny jemu uktad schodkowy 3 nie zawiera réwnan postaci 0 = Bt,
gdzie Et = (). Jezeli warunek ten jest spetniony, to zmiennym wolnym mozna
nadaC dowolne wartoSci. Zmienne gtdwne zostang przez nie jednoznacznie
okreSlone z uktadu 3.

Twierdzenie 24. Niesprzeczny uktad 1 jest okreSlony wtedy i tylko wtedy, dgy
w rownowaznym jemu uktadzie schodkowym 3 spetniono jest r = n.
Twierdzenie 25. Niesprzeczny i nieokreSlony uktad ma nieskonczenie wiele
rozwigzan.

Whiosek 26. Uklad 1, w ktorym m = n jest okreSlony wtedy i tylko wtedy,
dgy w réwnowaznym jemu uktadzie schodkowym 3 a11a92 . . . Gpy 7 O.

Whiosek 27. Uklad 1, w ktorym m = n jest okreSlony wtedy i tylko wtedy,
dgy powigzany z nim uktad jednorodny ma tylko zerowe rozwigzanie.

Whniosek 28. Niesprzeczny ukitad 1, w ktérym n. > m jest nieokreSlonym.

|
Matematyka — p. 18



Przyktad

(55131 + 3x9 + 53 + 1224 = 10,
201 + 2x2 + 313 + dxy = 4,
1 + Tx9 + 923 + 44 = 2;

_/\
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Wyznacznik macierzy 2 X 2

Definicja 29.
a b a b
det — = ad — cb
c d c d
L L |a11 12 : L
Definicja 30. Wyznacznik nazywa sie wyznacznikiem uktadu
a1 a2

a11r1 + ajoTe = by,
9211 + a29x9 = bo,
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Wzory Cramera — uktad 2 X 2

Twierdzenie 31. Rozwigzanie uktadu

a11T1 + a12x9 = by,
9211 + ag2x9 = bo,

dane jest wazorem

b1 a2 a1 by

by @29 a1 b9
:Cl p— - a’/‘2 p—

a11 Q12 a11 Q12

as1 Q92 as1 Q92
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Wzory Cramera — ukfad jednorodny

Twierdzenie 32. Rozwigzanie uktadu

a11x1 + a12x2 + a1z3xs = 0,
a21x1 + a29x2 + aszxrs = 0,

dane jest wzrem

i a12 ais - ailp a3 i a1l ai2
1 — ) 2 = , 3 — .
a2 423 a1 a23 az1 a2
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Wyznacznik macierzy 3 X 3

Definicja 33.
ai; a2 a3 aj; Q12 a3
det | as1 a9 aszz | = (21 a22 a93| =
31 az2 ass 31 az2 ass
B aze @23 az; @23 azr aG2|
= ai1 — a2 + a13 —
a32 Aa33 31 a3ss 31 a3s2

= 11A220a33 + A12A230431 + 021032013 —

— a310a22013 — 421012033 — 432023011
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Wzory Cramera — ukfad 3 X 3

Twierdzenie 34. Rozwigzanie uktadu

dane jest wzorem

b1
b2
b3

a12
a22
a32

/

/"

ai3
a23

a33

a1l
a21
a31

a12
a22
a32

a3
a23
a33

ai1
a21

a31

b1
bo
b3

a11T1 + a1229 + a13x3 = by,
a21T1 + a22%2 + a23x3 = ba,
| a31%1 + a3az2 + ag3rs = b3.

ai3
a23

a33

a1l
a21
a31

a12
a22
a32

a3
a23
a33

ai1
a21

a31

a12
a22
a32

b1
bo

b3

a1l
a21
a31

a12
a22
a32

ai3
a23
a33
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Definicja

Definicja 35. Przestrzenig wektorowa (liniowg) nad ciatem liczb
rzeczywistych R nazywa sie zbiér X, w ktorym okreSlone sg dwie operacje:
dodawanie elementoéw zbioru X i mnozenie elementéw zbioru X przez liczby
rzeczywiste w taki sposob, ze sg spetnione wtasnosci:

*VX.YeX X+Y =Y+ X,

VXY, ZeX (X+Y)+Z2=X+ (Y +2),

®* 40 € X, takieze VX €e XX +0=0+ X = X,

* VX eX,3(—X) e Xtakieze X + (—X) =(—X)+ X =0,
* VX eX,a,0 R (a)(fX)=(af)X,

VX eX,afeR (a+ )X =aX + X,
VX, Y eX,aeR a(X+Y)=aX+aY,

cVXeX, 1-X=X.

|
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Przyktady przestrzeni liniowych

* przestrzen wektorow na ptaszczyznie, w przestrzeni
trojwymiarowej

2

\

/

L1
R"” = ¢
. \In
(R™)* =4 (x1,-.

W3 — wielomiany stopnia 3: ag + a1z + asx? + asz®
funkcje wymierne

zbior rozwigzan jednorodnego uktadu rownan

L, Tp) }

P(x)
Q(z)
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Elementarne wlasnosci

*0-X=0

*a-0=0

°* (-1)- X=-X

* - X=0=a=0lubX =0
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Podprzestrzen liniowa

Definicja 36. Niech X bedzie przestrzenia liniowa. Niepusty podzbior V C X,
ktory sam jest przestrzenia liniowa, nazywa sie podprzestrzenig X.

Twierdzenie 37. V jest podprzestrzenig X wtedy i tylko wtedy gdy
1. Vo e R,VX €eV=aX eV

2. VXY eV=X+Y eV

Lemat 38. Niech dane bedg V1, Vo — dwie podprzestrzenie liniowe X wtedy
V1 N Vs tez jest podprzestrzenia liniowag X.
Uwaga 39. V1 U V5 nie koniecznie jest podprzestrzenia liniowa X.

|
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Kombinacja liniowa

Definicja 40. Niech a1, ..., ar € R. Wektor
a1 X1+ oo Xo 4+ ... ap X

nazywa sie kombinacja liniowg wektorow X1, ..., X, € X.

Twierdzenie 41. Niech dany bedzie podzbior £L C X. Zbior wszystkich
kombinaci liniowych elementéw £ jest podprzestrzenig X.

Definicja 42. Zbiér wszystkich kombinagciji liniowych elementow £ C X
nazywamy otoczka liniowg £. Oznaczenia: span(L), (L).

|
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Przyktady

* Uy =« | z; €R Vi = < z € R CR"
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Liniowa niezaleznoSc¢

Definicja 43. Uktad wektorow { X1, ..., Xi } w przestrzeni liniowej X
nazwiemy uktadem liniowo niezaleznym, jezeli dla dowolnych wspotczynnikdw
ai,. ..o € R, nie rownych zeru jednoczesnie vy X1 + ... ap X # 0.

Definicja 44. Uktad wektorow, ktory nie jest liniowo niezaleznym, nazywa sie
liniowo zaleznym.

|
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Liniowa niezaleznosc, cd

Twierdzenie 45. 1. Jezeli uktad { X1, ..., X%} ma liniowo zalezny

poduktad, to on tez jest liniowo zaleznym

2. Kazdy poduktad niezaleznego liniowo uktadu { X1, ..., X1} jest liniowo
niezaleznym

3. Jezeliuktad { X1, ..., X} jest liniowo zaleznym, to przytnajmniej jeden
z wektorow jest kombinacja liniowa pozostatych

4. Jezeli jeden z wekotoréw { X1, ..., X} jest liniowa kombinacja
pozostatych, to uktad { X1, ..., X} jest liniowo zaleznym.

5. Jezeli uktad { X1, ..., X1} jest liniowo niezaleznym, a uktad
{X1,..., Xk, X} jest liniowo zaleznym, to X jest kombinacja liniowa
{X1,..., X}

6. Jezeli { X1,..., Xy} jestlinowo niezaleznym oraz X nie jest

kombinacja liniowa tego ukfadu, to uktad wektorow { X1, ..., Xz, X'}
jest liniowo niezaleznym

|
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Baza przestrzeni liniowe]

Definicja 46. Niech X bedzie przestrzenia liniowa. Uktad wektorow
{X1,...,X,} € X przestrzeni X nazywa sie generujacym, jezeli
(X1,...,Xn) =X.

Definicja 47. Niech X bedzie przestrzenia liniowa. Uktad wektoréw
{X1,..., X} € X nazywa sie baza przestrzeni X, jezeli jest on
niezaleznym liniowo oraz (X1, ..., X,) = X.

Przyktad 48. ® {F1,..., E,} jest standardowa bazg w R"

o {1,x,2% a3, 2} jest baza w przestrzeni wielomianéw stopnia 4
Lemat 49. Niech { X7, ..., X, } bedzie baza przestrzeni X. Wtedy kazdy
wektor X € X moze by¢ jednoznacznie zapisdany jako kombinacja liniowa
X=21X1 4 + 2, Xn.

Definicja 50. Liczby (:131, e ,ZBn), okreSlone w lemacie 49, nazymawy
wspGirzednymy wektora X w bazie{ X1, ..., X, }.
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Wymiar przestrzeni liniowe]

Lemat 51. Niech X bedzie przestrzenia liniowa z baza { X1, ..., X, }. Niech
{Y1,..., Y} bedzie uktadem niezaleznym liniowo. Wtedy s < 7.

Whiosek 52. Niech X bedzie przestrzenia liniowa z baza {Xl, e ,Xn}.
Wtedy kazda inna baza ma tyle samo elementow.

Definicja 53. Przestrzen, ktdra ma baze skonczong nazywamy skohczenie
wymiarowa, a ilo5¢ elementéw bazy — wymiarem przestrzeni, dim X

* dim{0} =0

|
Matematyka — p. 34



Rzad uktadu wektorow

Definicja 54. Rzedem uktadu wektoréw { X1, ..., X, } nazywamy wymiar
jego otoczki liniowej.

rank(Xy,..., X,) =dim(Xy,..., X,)

|
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