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Funkcje Elementarne

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

http://denisjuk. euh-e. edu.pl/
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Potega wymierna

Twierdzenie 1. Niech n € N. Wtedy funkcja 2™ przy x € [0, +00) roénie

| jest ciagta.

Dowod. xf — 27 = (29 — x1)(zh F + 28 2wy 4+ -+ 2. O
Whiosek 2. Istnieje funkcja, odwrotna do z"” : [0, +00) — [0, +00),
pierwiastek stopnia n: y — {/y.

Definicja 3. Niech «a bedzie liczbg wymierna. Wtedy dla a > 0 okreSlone

jest a® w sposéb nastepujacy:

1
1. Dlan > 0:z» = a,

3|+

2. dam,n>0:an = (a

)m
3. a’ =1,

4. daa < 0: g% = 2

a—«’
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WiasnoSci wymiernej potegi

Twierdzenie 4. 1. (a®)? =a*’, a®-b® = (ab)®, a®-a’ = a**F.
2. Dlaa >1lorazaa >0 a® > 1.

3. Dlaa > 1 funkcja a” ro$nie na zbiorze liczb wymiernych.

Dowdd. 2. Zalozymy, ze an < 1.

e Py my mo
3.a1<a2dlan1<n2.
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Funkcja wyktadnicza

Twierdzenie 5. Niech dane bedg x,a € R, a > 1. Istnieje jedyna liczba
rzeczywista 1, taka, ze dla dowolnych liczb o, 5 € Q,

oz<a:<6:>ao‘<y<a5.
Definicja 6. Definiujemy dlaa > 1, x € R, potege a” jako jedyna liczbe,

okre$long w twierdzeniu 5. Dla 0 < a < 1 definiujemy a* = (%)_aj
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Wiasnosci funkcji wyktadniczej

Twierdzenie 7. 1. (a®)? = a*®, a®-b® = (ab)®, a®-a’ = a**F.
2. Funkcja a” dla a > 1 rosnie, dla 0 < a < 1 maleje na cata prosta.
3. Funkcja a” jest ciagta Vx € R.
4. Funkcja a” jest dodatnig Vo € R.
)

.Dlaa>1 lim a*=0, lim a** = +o0,dlal < a <1
T—— 00 T——+00

lim a®* = 4+o00, lim a* = 0.
T—>—00 r—+00

6. Zbiorem wartosci funkcji a” (a # 1) jest potprosta (0, +00).
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Wykres funkcji y = a”

=3 -1 0 1 2 -2 =1, 0 1 2

Rysunek 1: Wykres funkcji y = a® dla @ > 1 (po lewej)
orazdla0 < a < 1 (po prawej)
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Logarytm

Definicja 8. Funkcje log, x : (0,+00) = R,a € (0,1) U (1, 4+00)
definiujemy jako odwrotng do a® : R — (0, +00).

Wiasno Sci logarytmu

Twierdzenie 9. 1. log,(x1 - x2) = log, x1 + log, 2,

log,(3*) = log, 71 — log, 72, log,(z%) = a - log, =,
__log, x
~ log, a”

log, x

2. Funkcja y = log,, x jest ciagta i rosnaca na pétprostej (0, +00) dla
a > 1 oraz malejagca dla0 < a < 1.

3. lim log = —00, lim log x = 4+ooprzya > 1 oraz
r—0+ Sa r—-+00 Sa T przy

lim 1 — , i 1 = — 0 1.
xf& 0g,Tr = +00 w_l)I_{loo og, T o przyl < a <
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Wykres funkcji y = log,, x

20
1.5¢
1.5}
10
ln
0.5}
U5y 2 4 6 8
0
0 2 ) 6 8 0.5}
0.5}
- 1
- 1
-1.5}
-1.5%
- 2

Rysunek 2: Wykres funkcji y = log, = dla a > 1 (po lewej)
oraz dla0 < a < 1 (po prawej)

Uwaga 10. Logarytm przy podstawie € nazywa sie naturalnym i oznacza
sie In x.
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Funkcja potegowa

Definicja 11. Dla o € R, okreslamy funkcje ¢ : (0, +00) — (0, 00) w

sposo6b nastepujacy: & = e* T,

Wiasno sci funkcji potegowej

Twierdzenie 12. 1. Funkcja z“ jest funkcja ciagta na (0, +00).

2. Funkcja z jest funkcja rosnaca przy o« > 0 i malejaca przy o < 0 na
przedziale (0, +00).

3. lim ¢ =0przya > 0oraz lim % = 400 przy a < 0.
x—04 xz—0+4

4. lim x%=+4ocoprzya >0oraz lim 2% =0przy a < 0.
T—r—+00 r—r 00
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Wykres funkcji y = ¢

9 a1 a=1 21 a=-1 a<-1
1.5¢ 1.5}
o<l
4 a>-1
0.5}
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 i

Rysunek 3: Wykres funkcji y = z* dla o > 0 (po lewej)
oraz dla o < 0 (po prawej)
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Podstawowe wiasnosci funkcji trygonometrycznych

Twierdzenie 13.

2.

o

. sin

3
4.
5

cos(x + y) = cosx cos y — sin x sin ¥,

22+ cos?y =1,

sin(0 = 0, Sin% —ly

. cos0=1,cos 5 =0,

Dlal <z <% 0<sinz<gz< L

COS X

1. sin(z + y) = sinx cosy + cos x sin y,
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Wiasnosci funkcji trygonometrycznych

Whiosek 14. 1. |sinz| < 1, [cosz| <
2. sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cosz,
3. sin(x — y) = sinx cos y — cos x sin y,
4. cos(x —y) = cosx cosy + sin x sin y,
5. sin + siny = 2sin ¥ cos L5Y,
sinz — siny = 2sin =< cos x;y,
cos = sinf{ 5 —

o Byl

sin(z 4+ 27) = sinz, cos(x + 27) = cos x,

|sinz| < |z|.
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Funkcje okresowe

Definicja 15. Funkcja f(:c) nazywa sie okresowa, jezeli istnieje minimalna
liczba T' € R, takia, ze Vi zachodzi f(x + 1) = f(T). Liczba T przy tym
nazywa sie okresem funkcji f ().

Uwaga 16. WtasnoS¢ 8 oznacza, ze funkcje sin x i cos £ maja okres 27r.
Mozna udowodnic¢, ze 27 jest najmniejszym z okresow.

Uwaga 17. Stata funkcja nie jest okresowa.
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Wiasnosci funkceji sin x oraz cos x. Cd.

Twierdzenie 18. Funkcje sin x oraz cos x s3 ciggte na catej prostej R.

Dowdéd. ® sin x jest cigglta w zerze.

® sinx — sinx,, = 2cos xgx” sin #=5-= jest ciggiem nieskonczone
matym dla ciagu x,, — .

® cosx =sin(3 — x).

2
[]
Twierdzenie 19. Funkcja sin x ro$nie na kazdym z przedziatéw
2km — 5, 2km + 5| i maleje na kazdym z przedziatow
(2K + )7T -z (2k + 1) + 5], za$ funkcja cos x ro$nie na kazdym z

przedziatow [2k7r, 2km + 7] i maleje na kazdym z przedziatow
2km — 7, 2km|. Wszedzie k jest liczba catkowita, k = 0, +1, +2, .
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Wykresy funkcji sin x oraz cos «

LA AO S
AL

Rysunek 4: Wykres funkcji y = sinx (po lewej) oraz y =
cos x (po prawej)
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Funkcje tg x, ctg x

sin x
COS X

Definicja 20. 1. tgx =

COS T

sinx °

Uwaga 21. W literaturze anglojezycznej uzywa sie oznaczen tan x oraz
cot x.

2. ctgx =

Wiasno Sci funkcji tgx i ctgx
Twierdzenie 22. 1. Funkcja tg x jest ciagta przy  # 5 + kT, za$ funkcja
ctg x jest ciaglg przy x # k.
2. Funkcje tg x oraz ctg x majg okres 7.

3. Funkcja tg x roénie na kazdym z przedziatow (—5 + km, 5 + k), za$
funkcja ctg x maleje na kazdym z przedziatow (km, w + km) (k € Z).
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Wykresy funkcji tg x oraz ctg x

4, |
4, |
2t 2l
~311/2 —T/2 /2 311/2 N i n
Z ) 7 7 X 2 0 4 N
2 21
4l l

Rysunek 5: Wykres funkcji y = tgz (po lewej) oraz y =
ctg x (po prawe))
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Funkcje kotowe (odwrotne trygonometryczne funkcje)

Definicja 23.  ® arcsinz : [—1,1] — [—F, 5] jest funkcjg odwrotng do
abng & = &) = |11l

® arccosx : |—1,1] — [0, 7] jest funkcja odwrotng do
cosx : |0, 7] — [—1,1].

® arctgx : (—00,+00) — (—75, 5) jest funkcjg odwrotng do
tgx: (—5,5) = (—00, +00).

® arcctgx : (—oo,+00) — (0, 7) jest funkcja odwrotna do
ctgx : (0,7) = (—00, +00).

Twierdzenie 24. 1. Wszystkie te funkcje sa ciagte,
2. funkcje arcsin x i arctg x sa rosnace,

3. arccos x oraz arcctg x sg malejace.
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Wykresy funkcji arcsin x oraz arccos &

/2 T
1.5}
1,,
0.5]
i 05 05 1
-0.5] 1}
1 0.5
“L5T L2 =T 05 0 0.5 T

Rysunek 6: Wykres funkcji y = arcsinz (po lewej) oraz
y = arccos x (po prawej)
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Wykresy funkcji arctg x oraz arcctg x

= ; N
o B 9/ 9

-T/2 -3 -2 -1 0 1 2 3

Rysunek 7. Wykres funkcji y = arctgz (po lewej) oraz
y = arcctg x (po prawej)
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Funkcje hiperboliczne

Definicja 25. 1. Funkcja sinh = & _26_90 nazywa sie sinusem

hiperbolicznym

2. Funkcja cosh = # nazywa sie cosinusem hiperbolicznym

X

3. Funkcja tgh = Sinhz — e —e-

cosh — o" Te—= hazywa sie tangensem hiperbolicznym

coshx  e*4e ®
sinh ¢ et —e %

4. Funkcja ctgh =
hiperbolicznym

nazywa sie cotangensem

Twierdzenie 26. Funkcje hiperboliczne sg ciagte we wszystkich punktach
prostej R (cotangens hiperboliczny oprécz punktu x = 0).

Twierdzenie 27.

sinh(z + y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh v,
cosh(z 4+ y) = cosh x - cosh y + sinh z - sinh y.
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Wykresy funkcji sinh « oraz cosh «

-4+ -2 -1 U 1 2

Rysunek 8: Wykres funkcji y = sinh « (po lewej) oraz y =
cosh z (po prawej)
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Wykresy funkcji tgh x oraz ctgh x

1 41

Rysunek 9: Wykres funkcji y = tghz (po lewej) oraz y =
ctgh z (po prawej)
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Dwie granice

Twierdzenie 28. lim S22Z — 1.
x—0

Twierdzenie 29. lim (1 + z)Y/* =e.
x—0
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