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Zastosowania geometryczne catek

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

http://denisjuk. euh-e. edu.pl/
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Rownania parametryczne krzywej

Definicja 1. Niech dane beda dwie ciagte w przedziale [tq, t1] funkcje,

x = f(t)orazy = g(1). (1)

Mowimy woweczas, ze funkcje te okreslajg krzywa parametryczng na
ptaszczyznie R?. Zmienna t nazywa sie parametrem. O krzywej tej mowimy,
ze rownania 1 sg rownaniami parametrycznymi tej krzywe,.
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Przyktady krzywych parametrycznych: okrag

Przyktad 2. = = Rcost,y = Rsint, t € |0, 2] okresla okrag
2?2 + y? = R? o promieniu R i srodku w punkcie (0, 0):

A

R
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Przyktady krzywych parametrycznych: hyperbola

Przyktad 3.

x = Rcosht,y = Rsinht, t & |—1,1] okresla tuk hyperboli
12 — % = R

0. 5¢

-0.5¢{

|
Matematyka — p. 5



Pole obszaru, ograniczonego krzywa parametryczna

Twierdzenie 4. Niech krzywa bedzie okreSlona réwnaniami parametrycznymi
x=g(t),y = h(t),t € [to,t1], a przy tym funkcja g(t) jest rosnaca i ma
w tym przedziale pochodng ciggta, to pole obszaru, ograniczonego tukiem
danej krzywej, odcinkiem osi Ox oraz dwoma prostymi £ = X9, T = X9,
gdzie x1 = g(t1), x2 = g(t2) (rysunek 1), wyraza sie wzorem

p= [l = [ ol

1 t1
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Obszar, ograniczony krzywa parametryczng

Rysunek 1:
A
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Pole obszaru, ograniczonego krzywa parametryczna

Twierdzenie 5. Jezeli dana krzywa jest okreSlona rownaniami
parametrycznymi w postaci * = g(t), y = h(t), t € [tg,t1], a przy tym
funkcja g(t) jest malejgca i ma w tym przedziale pochodna ciagta, to pole
obszaru, ograniczonego tukiem danej krzywej, odcinkiem osi Ox oraz dwoma
prostymi x = xo, * = X2, gdzie x1 = g(t1), x2 = g(t2) (rysunek fefdrugi),
wyraza sie wzorem

p=["blde=- [ elg 0 a

1 )
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Obszar, ograniczony krzywa parametryczng — |l

Rysunek 2:
A
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Przyktad

«

Przyktad 6. Znalez¢ pole figury, zawartej miedzy krzywymiy = % ix = y«,
rysunek 3.

Dowdd.

1

a+1 1 —1
P:1—2/:130‘d:1::1—2 x _ e
a+10 a-+1

0
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Figura, zawarta miedzy y = z%ix = y°

Rysunek 3:
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Przyktad I

Przyktad 7. Znalezc pole elipsy o pétosiach a i b (rysunek 4):

Dowdd. Réwnanie parametryczne elipsy to x = acost, y = bsint,
t € |—m,m|. Wiec

7T/2 7T/2 1 2t g
P = 4/ acost-bcostdt = 4ab/ i ZOS dt = mab+absin 2t ; = Ta
0 0

L]

|
Matematyka — p. 12



Elipsa o potosiach a i b

Rysunek 4.
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Wspotrzedne biegunowe

Definicja 8. Wspolrzedne biegunowe punktu P(x, y) ptaszczyzny
zdefiniowane sg jako para (r, gp), gdzie r jest odlegtoscia punktu P od
poczatku uktadu O(O, O), a  jest katem (zorientowanym), jaki tworzy
potprosta O P z osig Ox, rysunek 5.

® 0$ Oz nazywa sie osig biegunowa.

® Spelnione sa réwnosci: r = /22 + y2, x = rcos p, y = rsin .

® Roéwnanie 7 = f(y), gdzie f(¢) jest ciagta i nieujemna funkcja
w przedziale [, 3], nazywa sig réwnaniem we wspotrzednych
biegunowych, rysunek 5.
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Wspotrzedne biegunowe

Rysunek 5:
Ay
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Pole figury we wspotrzednych biegunowych

Twierdzenie 9. Jezeli krzywa dana jest we wspotrzednych biegunowych

r = f(y), gdzie f(p) jest funkcja nieujemna ciagta w przedziale [, 3], to
pole obszaru, ograniczonego tukiem krzywej oraz promieniami o amplitudach
a i B (rysunek 5), wyraza sie wzorem

1 [P 1 [P
P:§/ T2d90:§/ f2(90)d90‘
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Przyktad

Przyktad 10. Obliczy¢ pole, ograniczone rozetg trojkatng 7 = cos 3¢,
rysunek 6.

Dowdd.
2 /6 7T/61 6
P:6a—/ Cos23gpdgp:3a2/ o8 SOalgp:
2 Jg 0 2
m  sinbp|s Ta’
= 3a® | — = —
! [12+ 12 0] 4
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Rozeta trojkatna

Rysunek 6:

¢=T11/6
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Obliczanie dtugosci tuku

Twierdzenie 11. Jezeli krzywa wyznaczona jest rownaniem postaci
y = f(x), gdzie f(x) maw przedziale |a, b] pochodna ciagta, to dtugosée
luku w tym przedziale wyraza sie wzorem

/\/ —y .

Twierdzenie 12. Jezeli krzywa wyznaczona jest rownaniem parametrycznym
x = g(t), y = h(t), gdzie funkcje g(t) i h(x) maja w przedziale [t1, to]
pochodne ciggte oraz tuk krzywej nie ma czeSci wielokrotnych, to dlugosc tuku
w tym przedziale wyraza sie wzorem

= [ ()« ()
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Diugosc tuku we wspoitrzednych biegunowych

Twierdzenie 13. Jezeli krzywa wyznaczona jest rownaniem we
wspohrzednych biegunowych » = f(), gdzie funkcja f(¢) ma w przedziale
[oz, 5] pochodng ciggta oraz tuk krzywej nie ma czeSci wielokrotnych, to
dtugosc tuku w tym przedziale wyraza sie wzorem

B p 5
L:/\/T2—|— (—T) deo.
de
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Diugosc tuku paraboli

Przyktad 14. Obliczyé dlugosé tuku paraboli y = x% w przedziale [—1, 1].

Rozwigzanie.

1
L:/ V1 + 422 do =
1

1
— B:B\/l—l—4x2+iln(2x—|—\/l—l—4x2) _

()
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Obwaod asteroidy

Przyktad 15. Obliczy¢ obwdd asteroidy x = a cos? t,y =a sin® t,
t € [0, 27|, gdzie a > 0, rysunek 7.

Rozwigzanie.

/2
L=4 / \/(—Sa cos?tsint)? + (3asin®tcost)? dt =
0

/2
= 12a / \/sin2 tcos?t(cos?t + sin’t) dt =
0

/2
— 6a / sin 2t dt = —3a cos 2t 05 = 6a.

0
. |
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Asteroida

Rysunek 7:
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Obwadd elipsy

Przyktad 16. Obliczy¢ obwdd elipsy x = a cost, y = bsin t, gdzie
a>b>0,t¢e|0,2r] rysunek 4.

Dowod.

/2 /2
L:4/\/a2sin2t—|—bzcos2tdt:4a/\/1—520082tdt,
0 0

gdzie e = vVa? — b2/a nazywa sie mimosrodem elipsy, za$ catka

f V1 — €2 cos? t dt nie wyraza sie przez funkcje elementarne i nazywa sie
catka eliptyczna. ]
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ObjetoSc pole powierzchni bryty obrotowej

Twierdzenie 17. Niech dany bedzie tuk AB (rysunek 8) krzywej o réwnaniu
y = f(x), gdzie f(x) jest funkcja ciagta i niemalejaca w przedziele |a, b|.
Wowczas objetoSc bryly obrotowej,bryta obrotowa ograniczonej powierzchnia,
ktora powstaje, gdy tuk wraz z rzednymi w koncach tuku obraca sie dookota
osi Ox, obliczmy wedtug wzoru

b
V:’ﬂ'/ y* de.

Pole powierzchni obrotowejpowierzchnia obrotowa powstatej przez obrot tuku
AB dookota osi Ox, przy zatozeniu, ze f(x) ma pochodna ciagta, obliczamy

wedtug wzoru
b 2
d
S:27T/ y\/l—l— (_y) dzx.
. dx
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Bryta obrotowa

Rysunek 8:
A

il
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Bryla obrotowa, rownanie parametryczne

Twierdzenie 18. Jezeli réwnanie tuku dane jest w postaci parametrycznej

x = g(t),y=h(t), t € [t1,t2], przy czym obie funkcje maja w tym przedziale
ciggte pochodne, funkcja g(t) jest w tym przedziale stale monotoniczna,

a funkcja g(az) przybiera wartoSci nieujemne, to na objetoS¢ bryly obrotowej

mamy wzor
t
2 ,dx
V=m 2 dt,
/tl Yt

a na pole powierzchni obrotowe]

2 dz\ 2 dy :
= 2 - — | dt.
? ”/tl y\/<dt) +<dt)
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ObjetoSc i pole powierzchni stozka

Przyktad 19. ZnalezcC objetoSc i pole powierzchni bocznej stozka o promieniu
podstawy 7 i wysokosci h.

Rozwigzanie. Stozek powstaje przy obrocie odcinka prostej o rownaniu
y = 7 dookota osi O, rysunek 9.

h ,.2 2.3 h
r Trex s
V = 7T/ — % dr = | — —7“2h,
0

h? 3h?2 1o 3

h 2 2 1 p2 h
5:277/ Z:z:-\/l—k(z) d:z::wr\/r il :c2‘ :WT\/T2+h2.
o h h ik 0

L]

Matematyka — p. 28



Stozek

Rysunek 9:
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Catkowanie stop

Przyktad 20. Producent samochodéw osobowych ocenia, ze roczna stopa
przyrostu kosztu utrzymania produkowanego przezeh samochodu wyraza sie
wzorem

s(t) = 100 + 10t,

gdzie t oznacza wiek samochodu w latach, a s(t) mierzone jest w zi/rok.
Oblicz koszt utrzymania samochodu przez 3 lata (czyli K (3)).

Rozwigzanie.
3

3
10
K(3) = / s(t) dt / (100+10¢2) dt = [100t+§t] — 300490 = 390(zt)
0
0
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Catkowanie stop

Przyktad 21. Wiadomo, ze w czasie akcji charytatywnych przyrost dochodu
jest wolniejszy wraz z uptywem czasu akcji. Inaczej mowigc, stopa przyrostu
dochodu maleje z czasem. Zatdozmy, ze stopa ta wyraza sie wzorem

s(t) = —100t* + 20000,

I mierzona jest w zt/dzien. Czas t mierzony jest w dniach. Zat6zmy, ze stopa
przyrosyu kosztu akcji charytatywnej jest stata i rowna 10 000 zt/dzien. Nalezy
znalezc:

1. czas trwania akcji, ktory daje maksymalny dochod,
2. wielkosc tego dochodu,

3. koszt akcji,

4. zysk.
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Catkowanie stop

Rozwigzanie. ® Akcje warto prowadzic do chwili, gdy stopa przyrostu
dochodu zrowna sie ze stopa kosztu.

o —100¢2 + 20000 = 10000

°©t=10
® WielkoS¢ dochodu otrzymamy catkujac stope przyrostu dochodu od O
do 10.
r 10
° D(10) = [(—100t> +20000)dt = [—2¢3 +20000¢] ° =
0
166 666 zt.

® Koszt akcji wyniesie K (10) = 10 - 10000 = 100 000 zt.

® Zatem zysk po 10 dniach wyniesie
Z(10) = D(10) — K(10) = 66 666 zt.
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UzytecznoSc towaru

* Zatdozmy, ze popyt na pewien towar jest nastepujaca funkcja
ceny: PP(c) = ¢? — 40c + 400.

* Niech podaz tego towaru wyraza sie nastepujaco
PD(c) = 10c.

* Cena rownowagi wynosi ¢ = 10 przy popycie rownym 1000.

* Przez uzytecznoSc towaru rozumiemy jego wartosc przy
cenie rownowagi, czyli U = 10 - 100 = 1000.

* UzytecznoSc towaru wynosi tyle, ile zaptacag za niego
klienci.

* Jest to pole prostokata o przeciwlegtych wierzchotkach
w (0,0) i (10, 100).
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Nadwyzka uzytecznosci towaru

* Sa klienci, ktérzy kupiliby towar po cenie wyzszej od ceny
rownowagi.

* Dopiero przy cenie ¢ = 20 > popyt spada do O.
* Pole pod wykresem funkcji popytu dla zakresu cen od 10 do

20 réwniez reprezentuje nadwyzke uzytecznosSci tego
towaru.

* Dla naszego przyktadu:

20
o f(CZ — 40c + 400) dc = [%03 — 20¢? + 400(:] fg = 333.
10

o Zatem petna uzytecznoSc wyniesie 1000 + 333 = 1333.
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